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Predmluva

Toto skriptum je vénovano zakladtim diferencidlniho a integralniho poc¢tu na hladkych varietéach.
Vzniklo na zdkladé autorovych prednasek na Ptirodovédecké fakulté UJEP v Brné v obdobi 1979-84
pro studenty odbornych matematickych specializaci (vybérovéa pfednaska z globalni analyzy a pfednaska
z topologie a geometrie) a pro studenty odborné fyziky (zédkladni kurs analyzy).

Je urceno predevsim tém studentim, ktefi se chtéji hloubéji seznamit s moderni globalni analyzou
a vytvorit si pfedpoklady pro dalsi studium této discipliny a jejich ¢etnych aplikaci ve fyzikalnich védach.

Poznamky k pouzité symbolice

Mnozinové operace C nevylucuje rovnost dvou mnozin. Budeme-li uvazovat vlastni podmnozinu dané
mnoziny, na prisluSném misté to zduraznime. Mnozinu vSech pfirozenych ¢isel znacime symbolem N,
téleso realnych cisel s pfirozenou topologii symbolem R.



1. Uvod do analyzy na varietach

1.1. Zakladni topologické pojmy

Rikédme, Ze na neprazdné mnoziné X je dana topologickd struktura 7, je-li dan systém 7 podmnozin
mnoziny X, splnujici tyto podminky:

(1) Mnozina prazdna () a mnozina X patii systému 7.
(2) Prunik libovolnych dvou mnozin systému 7 je prvkem systému 7.
(3) Sjednoceni libovolného podsystému systému 7 je prvkem systému 7.

Topologicka struktura na mnoziné X se nazyva také topologie na X. Mnozina X, na niz je dana topologie
T, se nazyva topologicky prostor. Prvky systému 7 se nazyvaji oteviené mnozZiny. Oteviend mnozina,
obsahujici bod =z € X, se nazyva okoli bodu .

Topologicky prostor X se nazyva oddélitelny nebo také Hausdorffiv, existuji-li ke kazdym dvéma
riznym bod@im z1, w2 € X oteviené mnoZiny Uy, Us tak, ze x1 € Uy, 29 € Uy a Uy NU3 = 0.

Bud X topologicky prostor, 7 jeho topologie. Podsystém 79 systému 7 se nazyva bdze topologie T,
jestlize kazda mnozina z 7 je sjednocenim jistych mnozin z 7. Topologie T se pfitom nazyva generovand
bazi 9. Kazda baze generuje jedinou topologii; dana topologie mtize mit ovSem vice bazi.

Nésledujici tvrzeni lze pouzit k efektivnimu zavedeni topologie na mnozinach nebo k provéfeni toho,
zda dany systém mnozin definuje jistou topologii.

TEOREM 1.1. Bud X neprdzdnd mnoZina. Systém 19 podmmnozin mnoziny X je bdzi néjaké topologie
na X tehdy a jen tehdy, kdyZ O € 19, X je sjednocenim mmnoZin z 1o a k libovolngym dvéma mnoZindm
U, V €1y takovym, 2e UNV # 0, a kaZdému bodu x € U NV existuje mnoZina W € 1y tak, Zex € W
aWcCcUNV.

DUKAZ. 1. Pfedpoklddejme, Ze 7y je baze topologie topologického prostoru X. Pak evidentné ) € 79 a X
je sjednocenim mnozin z 7y. Pro libovolné U, V € 7y je mnozina U NV oteviena; jelikoz 1y je baze, UNV
je sjednocenim jistych mnozin z 7y a tedy 79 ma vSechny pozadované vlastnosti.

2. Uvazujme systém 7¢ s vlastnostmi, uvedenymi v teorému. Ozna¢me 7 systém mnozin, vznikajicich
jako vSechna moZn4 sjednoceni mnozin z 7. UkéZeme, Ze T je topologie. Podle definice baze () € T; dale
sjednoceni prvka z 7 je sjednocenim jistych prvku systému 7p, je tedy prvkem 7. Zbyva dokazat, ze
zU, VervyplyvaUNV € 7. Bud € U NV libovolny bod. V 7y existuji takové mnoziny U, V, ze
xeU c U, z€V cV.Délepodle piedpokladu v 7y existuje mnozina W tak, zex €¢ W c UNnV Cc UNV.
Mnozina U NV je tedy sjednocenim mnozin z 19, coz jsme chtéli dokazat.

Rikame, 7e X je topologicky prostor se spocetnou bdzi (nebo druhého typu spocetnosti), jestlize
existuje spocetna baze jeho topologie.

Bud X topologicky prostor. MnoZina A C X se nazyva uzaviend, je-li mnozina X\ A (doplnék mnoziny
A v X) oteviena.

Uvazujme libovolnou mnozinu A v topologickém prostoru X. Nechf x € X je bod. Bod z spliiuje
praveé jednu z téchto tii podminek:

(1) Existuje okoli U bodu x tak, ze U C A.

(2) Existuje okoli U bodu z tak, ze U C X \ A.

(3) Kazdé okoli U bodu x mé neprazdny priinik s mnozinou A i s jejim doplitkem, t.j. plati U N A # 0,
UN(X\A)#0.

Mnozina vSech bodi « € X, spliiujicich prvni (resp. druhou, resp. tfeti) podminku, se nazjva vnitiek
(resp. vnéjsek, resp. hranice) mnoZiny A. Vnitfek (resp. vnéjSek, resp. hranici) mnoziny A oznadujeme
int A (resp. ext A, resp. fr A). Mnozinu clA = A U fr A nazyvame uzdvér mnoZiny A v topologickém
prostoru X.

Nasledujici teorém shrnuje nékterd pravidla ,,topologického kalkulu“.



TEOREM 1.2. Bud X topologicky prostor. Potom plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Bud A podmnozina v X. Pak mnoZiny int A, ext A jsou oteviené a mnoZina fr A je uzaviend.
(b) Pro libovolnou mnozinu A v X platicl A = int AUfr A = X \int(X \ A); mnoZina cl A je uzaviend.
(¢) Pro libovolné dvé mnoziny A, B v X takové, Ze A C B, plati cl A C cl B.
(d) Pro libovolné dvé mnozZiny A, B v X plati cl(AUB) =clAUclB, cl(ANB) CclAnNclB.

DUkAzZ. (a) Uvazujme mnozinu int A. Z definice vyplyva, Ze tato mnozina je sjednoceni vSech otevienych
mnozin, obsazenych v A; je to tedy oteviend mnozina. Analogicky postupujeme v pfipadé mnoZiny ext A.
Déle plati fr A = X \ (int A Uint(X \ A)); fr A je tedy doplnék oteviené mnoziny, t.j. mnozina uzaviena.

(b) Necht x € cl A, = ¢ fr A. Pak podle definice € A. Jelikoz = ¢ int(X \ A), z disjunktnosti mnozin
int A, ext A, fr A vyplyva, Ze « € int A. Plati tedy cl A = int A U fr A; odsud vyplyva zbyvajici tvrzeni.

(c) Necht = € fr A. Pak kazdé okoli bodu z mé neprazdny prunik s A; ovéem A C B, t.j. ma
neprazdny prunik s B a tedy = € int B U fr B = cl B. Jelikoz body A patfi mnoziné cl B, mame celkové
clA=AUfrACclB.

(d) cl(A U B) je uzaviena mnozina, obsahujici A i B. Plati tedy cl A, ¢l B C cl(A U B) podle (c), t.j.
clAUcl B C cl(AUB). Na druhé strané cl AUcl B je mnozina uzaviend, obsahujici AUB, t.j. cl(AUB) C
clAUcl B. Plati tedy cl(AU B) = cl AU cl B. Necht dale = € cl(AN B); pak z € (AN B) Ufr(AN B).
Plati-li, 7e x € AN B, pak x € A, B, t.j. x € cl A, clB, t.j. x € clANclB. Plati-li z € fr(AN B), pak
libovolné okoli bodu = mé neprazdny priunik s AN B, t.j.s Ai B;tedy x € clA, clBaxzecclANclB.

Bud X topologicky prostor, 7 jeho topologie, A C X neprazdnd mnozina. Oznacme 74 systém mnozin
tvaru U N A, kde U probiha 7. Pak 74 je topologie na A, nazyvand indukovand; mnozina A s touto
topologii se nazyva topologicky podprostor topologického prostoru X.

Topologicky podprostor oddélitelného topologického prostoru je oddélitelny. Topologicky podprostor
topologického prostoru se spocetnou bazi ma spocetnou bazi.

Bud X topologicky prostor, A C X neprdzdnd mnozina. Systém mnozin {B,}, kde index ¢ probihd
néjakou mnozinu indext I, se nazyva pokryti mnoziny A, jestlize plati A C UBL (sjednoceni vsech
mnozin systému {B,}). Podsystém pokryti {B,} mnoziny A, ktery je pokrytim A, se nazyva podpokryti
pokryti {B,}. Pokryti { B,} se nazjvé oteviené, je-li kazdd z mnozin B, oteviena.

Topologicky prostor X se nazyva kompaktni, jestlize kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konecné
podpokryti. Mnozina A C X se nazyva kompaktni, je-li kompaktni jako topologicky podprostor topolo-
gického prostoru X. A je kompaktni pravé tehdy, kdyz z kazdého otevieného pokryti A (v X) lze vybrat
kone¢né podpokryti.

Uvedeme nékteré vlastnosti kompaktnich mnozin v rozsahu, potfebném v dalsim textu. Vsechny
pouzité dikazy vychazi pfimo z definice kompaktni mnoziny.

TEOREM 1.3. Plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Sjednoceni dvou kompaktnich mnoZin je kompaktni mnoZina.

(b) Uzaviend podmnoZina kompaktniho topologického prostoru je kompaktni.

(c) Je-li mnozina A kompaktni a B C A oteviend, pak A\ B je mnoZina kompaktni.

(d) Budte A, B podmnoZiny topologického prostoru X. Predpoklddejme, Z¢ A C B a mnoZina cl B je
kompaktni. Pak cl A je kompakind.

(e) Kompaktni mnoZina v oddélitelném topologickém prostoru je uzaviend.

(f) Prinik dvou kompaktnich mnoZin v oddélitelném topologickém prostoru je kompaktni mnoZina.

DUKAz. (a) Budte A, B kompaktni mnoziny v topologickém prostoru X, bud {U,} oteviené pokryti
mnoziny AU B. Pak {U,} je oteviené pokryti A i B; lze tedy vybrat kone¢né podpokryti {Vi,...,V,}
mnoziny A a koneéné podpokryti {Wi, ..., W,,} mnoziny B; vynechdnim stejnych prvka pokryti z téchto
koneénych systémi mnozin zkonstruujeme konecné podpokryti pokryti {U, }.

(b) Bud X kompaktni topologicky prostor, A C X mnozina uzavieni. Bud {U,} oteviené pokryti
A. Pak mnoziny X \ A, U, tvofi oteviené pokryti X. Vyberme z tohoto otevieného pokryti koneéné
podpokryti {X \ 4, Vi,...,V,}; pak {Vi,...,V,} je pokryti A, takZze mnozina A je kompaktni.

(c) Postupujeme stejné jako v piipadé (b).

(d) Postupujeme jako v pfipadé (b) a vyuzijeme Teorém 1.2, (c).

(e) Bud X oddélitelny topologicky prostor, A C X kompaktni mnozina, x € X \ A libovolny bod.
Ke kazdému y € A existuje podle pfedpokladu okoli U, bodu y a okoli V;, bodu z tak, ze U, NV, = 0.



Mnoziny U, pokryvaji A a z kompaktnosti A vyplyva, zZe existuje koneény systém mnozin {U,,,..., Uy, },
pokryvajici A. Klademe W =V, N...NV,, ; W je okoli bodu z. Zfejmé pro kazdé s = 1,2,...,n plati
Uy, "W CU,, NV, =0, tj. plati ANW = 0. W tedy lezi v X \ A a z libovolnosti bodu = vyplyva, zZe
X \ A je mnozina oteviena.

(f) Bud X oddélitelny topologicky prostor, A, B C X kompaktn{ mnoZiny. Podle tvrzeni (e) tohoto
teorému vime, 7e A i B jsou mnoziny uzaviené; tedy A N B je také mnozina uzaviend (v X) a odtud
plyne, Ze AN B je uzaviena v kompaktnich topologickych podprostorech A, B. Podle tvrzeni (b) tohoto
teorému pak dostavame, ze AN B je mnozina kompaktni.

Topologicky prostor X se nazyva lokdlné kompaktni, mé-li kazdy bod x € X okoli U takové, ze clU
je mnozina kompaktni.

TEOREM 1.4. V kaZdém lokdlné kompaktnim topologickém prostoru se spocetnou bazi existuje spocetnd
bdze topologie {U;}, i = 1,2, ..., takovd, Ze pro kaZdé i mnoZina clU; je kompaktni.

DUKkAz. Bud X lokalné kompaktni topologicky prostor se spocetnou bazi, {V;}, j =1,2,..., jeho spo-
Cetna baze. Pro kazdé s nechtf j, oznacuje s-ty z indexii 1,2, ..., pro které clV; je mnozina kompaktni.
Klademe U; = Vj, a ozna¢ime 7y systém mnozin {Us}, s = 1,2,.... Tvrdime, Ze 7y je baze topologie
topologického prostoru X. Provéfime, Ze jsou splnény predpoklady véty o bazi topologie (Teorém 1.1).
Evidentné () € 79. Dale necht z € X je libovolny bod, W jeho okoli takové, Ze clW je mnozina kom-
paktni; podle predpokladu takové okoli W existuje. Z vlastnosti baze topologie vyplyva, Ze existuje index
k tak, ze x € Vi, a Vi, C W. Mnozina cl Vi tedy musi byt kompaktni (Teorém 1.3, (d)) a dostavame, ze
Vi € 19. Z libovolnosti bodu x vyplyva, Ze systém mnozin 7y je pokryti X. Nakonec vybereme dvé mno-
ziny U;, Uy, € 19. Necht © € U; N Uy je libolny bod. Podle vlastnosti baze topologie existuje index j tak,
ze x € V; C U; N Ug. Pro mnozinu V; ovSem plati V; C U; a z kompaktnosti clU; vyplyvé kompaktnost
clV; (Teorém 1.3, (d)). Znamend to, Ze pro jisty index p mame U, = V; € 7y. Podle Teorému 1.1 je 19
béaze néjaké topologie na X.

Zbyva ukazat, ze topologie generovana bazi 1y, je totozna s topologii topologického prostoru X. Jelikoz
kazda z mnozin, vznikajicich sjednocenim prvki 7y, je evidentné oteviena v X, staci ukazat, ze oteviena
mnozina v X je sjednocenim prvka 79. Bud W C X oteviend mnozina. W mé vyjadieni W = U (wWnu,);
staci tedy ukézat, ze kazda z mnozin W N U; je sjednocenim mnozin z 79. Mnozinu W N U; lze vyjadrit
jako sjednoceni jistych mnozin baze {V;}; kazd4d z téchto mnozin baze V lezi oviem v U; a tedy uzavér
clV je mnozina kompaktni (opét podle Teorému 1.3, (d)). Z toho, ze V € {V;} tedy vyplyva, ze V € 1y
a W NU; je sjednocenim mnozin z 7y9. Tim je dikaz ukoncen.

Systém mnozin {U,}, ¢ € I, v topologickém prostoru X se nazyva lokdiné konecny, ma-li kazdy
bod z € X okoli U, pro které U N U, # § jen pro koneénou mnozinu indexii ¢. Pokryti {U,}, ¢« € I,
topologického prostoru X se nazyva zjemnénd pokryti {Vi}, x € K, existuje-li ke kazdému indexu ¢ € T
index k € K tak, ze U, C V,. Topologicky prostor X se nazyva parakompaktni, je-1i oddélitelny a libovolné
jeho oteviené pokryti ma lokalné konec¢né zjemnéni.

TEOREM 1.5. Oddélitelny lokdiné kompaktni topologicky prostor se spocetnou bdzi je parakompakind.

DUkAz. Bud {U;}, i =1,2,..., takova baze oddélitelného lokalné kompaktniho topologického prostoru
X se spoCetnou bazi, ze pro kazdé i mnozina clU; je kompaktni (Teorém 1.4). Klademe A; = clU;. Necht
Jj2 je nejmensi z indext k, pro které A; C U UUxU...UUy. Klademe Vo = Uy UUU. .. .UUj,, Ay = clVa.
Déle postupujeme analogicky. Pfedpokladejme, Ze je jiz pro jisté s definovana mnozina A;. Oznacme
Js+1 nejmensi z indext k, pro které A, C Uy UU U ... UUy. Klademe Vi1 = Uy UU U ... UU;
A1 = clViqq. Tim je definovana posloupnost mnozin A, A, ..., kterd mé tyto vlastnosti:

s+1)

(1) Kazdd z mnozin A je kompaktni. Skuteéné, A, je sjednocenim koneéného poctu kompaktnich
mnozin.

(2) Pro kazdé s plati A, C int A1 1. Skutecné, A, = clU;UclUsU...UclU;, C Uy UUzU...UU;, ., =
Veq1 C el Vi1 = Agyq, pficemz Vi1 je oteviend mnozina obsazena v Ag41 a obsahujici uzavienou
mnozinu Ag, tedy také nejvétsi oteviend mnozina obsazend v A,41 obsahuje Ag, t.j. As C int Agqq.

(3) Systém mnozin {A;, As, ...} je pokryti X. Vyplyva to z toho, ze {Us}, s =1,2,..., je pokryti X.



Uvazujme mnoziny A;, As \ int A1, Az \ int As, .... Z vlastnosti (2), (3) vyplyva, Ze tyto mnoziny
pokryvaji X a podle Teorému 1.3, (c¢), je kazda z nich kompaktni. Polozme By = int Ay, By = int Ag,
B; = (int Ajy2) \ Ai—1, i = 2,3,.... Kazda z mnoZin B;, i = 0,1,2,... je oteviena (Teorém 1.3, (e))!.
Necht {W,}, v € I, je libovolné oteviené pokryti topologického prostoru X. Pro kazdé s € N U {0},
v € I uvazujme oteviené mnoziny By N W,. Tyto mnoziny pokryvaji mnozinu A; (pro s = 0), mnozinu
Agy1\int A (pro s > 0 celé)?. Vyberme z nich koneény systém mnozin {V;, .. ., %3 }, pokryvajici mnozinu
Asy1\int Ag. Nechdme-li s probihat mnoZinu vSech celych nezdpornjch ¢isel, dostaneme pokryti prostoru
X.

Pokryti {V*,...,V2}, s = 0,1,2,..., je evidentné zjemnéni pokryti {W,}. Ukézeme, Ze je lokalné
kone¢né. Mnoziny int A; pokryvaji X. K libovolnému bodu z € X tedy existuje index & > 0 tak, ze
r € int Agy1. Pritom (int Apy1) NV = 0 pro kazdé s > k+ 1, p = 1,2,...,js; mnoziny Bs N W,, ze
kterych jsou vybrany mnoziny V7, totiz neobsahuji body mnozZiny A1 (pro s = k + 2), body mnoZiny
Ajr2 D Agyr (pro s =k + 3), atd. Pokryti {V,...,V} je tedy lokalné konecné. Tim je dikaz hotov.

TEOREM 1.6. (LINDELOF) Oteviené pokryti topologického prostoru se spocetnou bazi obsahuje spocetné
podpokryti.

DUKkAz. Bud X topologicky prostor se spodetnou bézi, 79 jeho spodetnd béze, {U,}, ¢ € I, libovolné
oteviené pokryti X. Kazdd z mnozin U, je sjednocenim mnozin z 7. Existuje tedy podsystém 7o’ systému
7o takovy, Ze kazd4 z mnozin 7y’ lezi v nékteré z mnozin U, a 7y’ je pokryti X. Pro kazdé W € 1y’ vyberme
index k tak, aby W C U,. JelikoZ 1y’ je pokryti X, mnoziny U, také pokryvaji X; tyto mnoziny tvori
spocetné podpokryti pokryti {U,}.

Topologicky prostor, ktery neni sjednocenim dvou disjunktnich otevienych mnozin, se nazyva souvisly.

Je-li A podmnozina souvislého topologického prostoru X, pak A je oteviena i uzaviend tehdy a jen
tehdy, kdyz A = ) nebo A = X. Skute¢né, predpokldddme-li, Ze A je oteviend i uzaviend a A # (), pak
z rovnosti X = AU (X \ A) vyplyva X \ A =0, t.j. A= X.

Zobrazeni f : X — Y topologického prostoru X do topologického prostoru Y se nazyva spojité v bodé
z € X, jestlize ke kazdému okoli V' bodu f(z) € Y existuje okoli U bodu z tak, ze f(U) C V. Zobrazeni
f se nazyva spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé z € X. Bijektivni zobrazeni f topologickych
prostort takové, ze f i f~! jsou spojita zobrazeni, se nazyva homeomorfismus. Existuje-li homeomorfismus
f: X =Y, fikdme, Ze topologické prostory X, Y jsou homeomorfni.

Shrneme nékteré elementarni vlastnosti spojitych zobrazeni.

TEOREM 1.7. Plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité tehdy a jen tehdy,
kdyz pro kaZdou otevienou mnoZinu U C'Y mnozina f~*(U) C X je otevrend.

(b) Kompozice dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazend.

(¢) Obraz kompaktni mnoZiny pri spojitém zobrazeni je kompaktni mnoZina.

(d) Je-li f: X — Y homeomorfismus topologickych prostori, pak pro kaZdou mnoZinu A C'Y plat{
int f~1(A) = f~1(int A).

(e) Budte f, g dvé spojitd zobrazent topologického prostoru X do oddélitelného topologického prostoru
Y. Pak mnozina {x € X | f(z) = g(x)} je uzaviend.

DUKkAz. (a) Bud f : X — Y spojité zobrazeni, W C Y oteviena mnozina, zg € f~*(W) bod. W je
oteviend, bod f(zo) ma tedy okoli V- C W; f je spojité v bodé ¢, existuje tedy okoli U bodu z¢ tak, ze
f(U) C V. Plati tedy U C f~1(V) c f~1(W). Mnozina f~1(W) je tedy oteviend. Obracené tvrzeni je
ziejmé.

(b) Tvrzeni je pfimym disledkem definice.

(c) Bud A C X kompaktni mnozina, {V,}, ¢ € I, oteviené pokryti mnoziny f(A). Podle (a) {f~1(V,)},
L € I, je oteviené pokryti mnoziny A a z kompaktnosti A vyplyva, ze 1ze vybrat jeho konecéné podpokryti

1Podle Teorému 1.3, (e), je kazdd z mnozin As uzaviena jakozto kompaktni mnozina v oddélitelném topologickém
prostoru. Déle pro libovolné dvé mnoziny A, B v topologickém prostoru, kde A je oteviend a B je uzaviend a takové, ze
A C B, plati A\ B je mnozina oteviena.

27Zde vyuzivame vlastnost (2) systému {As}, s € N.



{f7YV), F7Y(Vi,), ..., f~Y(V.,)}. Pak mnoziny V,,,V,,, ..., V., tvoii koneéné podpokryti pokryti {V,},
¢ € I, mnoziny f(A). Mnozina f(A) je tedy kompaktni.

(d) Bud x € int f~1(A) bod. Existuje okoli U, bodu z tak, ze U, C f~1(A); plati tedy f(z) € f(U.) C
A. Jelikoz mnozina f(U,.) je oteviena, plati f(x) € int A, t.j. x € f~1(int A).

Obrécené bud x € f~!(int A) bod. Plati f(z) € int A a existuje okoli Vy(,) bodu f(z) tak, ze Vi) C A.
Odtud z € f~H(Vy(z)) C f~(A) a ihned dostavame x € int f~1(A).

(e) Bud zp € X bod, pro ktery f(xo) # g(zo). Zvolme okoli U (resp. V') bodu f(x¢) (resp. g(zo)) tak,
ze UNV = 0. Pak f~1(U), g='(V) jsou okoli bodu z¢ a f(z) # g(x) pro kazdé = € f~(U) N g~ (V).
Mnozina {z € X | f(z) # g(x)} je tedy oteviend a jeji komplement je mnoZina uzaviena.

PRIKLADY. (1) Bud n > 1 celé ¢islo, R mnoZina redlnych ¢isel, R™ mnozina uspofadanych n-tic z =
(x!,...,2") redlnych ¢isel. Mnozina K = {x € R" | a’ < 2 < b'}, kde a’, b’ jsou realna ¢&isla, se nazyva
otevreny kvddr v R". Systém 7y vSech otevienych kvadri je bazi jisté topologie na R™; tuto topologii
nazyvame Euklidovou nebo také pFirozenou. R™ s Euklidovou topologii se nazjva n-rozmérny Euklidiv
topologicky prostor.

(2) Klademe R” = {x € R" | #! < 0}, 9R" = frR” a uvazujeme R" (resp. IR") jako topologicky
podprostor R (resp. R™). Topologicky prostor R” (resp. R" ) budeme nazyvat poloprostor v R™ (resp.
okraj poloprostoru R™).3

(3) n-rozmérnou topologickou varietou nazyvame oddélitelny topologicky prostor X se spocetnou bazi
takovy, ze ke kazdému bodu z € X existuje jeho okoli U, homeomorfni s R™.

1.2. Hladké variety

Bud n > 0 celé ¢islo, X oddélitelny topologicky prostor se spo¢etnou bazi. n-rozmérnym soutadni-
covym systémem na X nazyvame dvojici (U, ), ve které U C X je oteviend mnozina a ¢ je homeomor-
fismus U na otevienou mnozinu v R". Plati-li, ze « € U, fikdme také, ze (U, ¢) je soufadnicovy systém
v bodé z. Funkce z° : U — R, kde 1 < i < n, definované vztahem p(z) = (2!(z),2%(),...,2"(2)),
se nazyvaji souradnice na X, asociované s n-rozmérnym soufadnicovym systémem (U, ¢); piSeme kratce
¢ = (2%). Cisla z!(x),...,2"(z) se pfitom nazyvaji souradnice bodu x vzhledem k (U, ). Hladkym R"-
atlasem na X nazyvame systém & = {(U,,¢,)} n-rozmérnych soufadnicovych systémi, kde ¢ probiha
néjakou indexovou mnozinu 7, spliujici tyto podminky:

(1) {U,} je pokryti X.
(2) Pro kazdé ¢, k € I zobrazeni ¢, ' : (U, NU,) — ¢, (U, NU,) je diferencovatelné tiidy C°.

Zobrazeni o, ! se piitom nazyvéa transformace souvadnic na X asociovana se soufadnicovymi systémy
(U,,¢.), (Ug, px). n-rozmérny soufadnicovy systém (U, ¢) na X se nazyva kompatibilni s R™-atlasem <7,
jsou-li pro kazdy soutadnicovy systém (V,v) € & zobrazeni o)t a 1pp~! diferencovatelnd t¥idy C°°,
t.j. vznika-li pfidanim (U, ) k atlasu o/ opét hladky R"-atlas. R"-atlas se nazyva mazimding, obsahuje-li
vSechny s nim kompatibilni n-rozmérné souradnicové systémy. Maximalni hladky R"-atlas na X se nazyva
také n-rozmeérnd hladkd struktura na X. Oddélitelny topologicky prostor X se spocetnou bazi, na kterém
je dana n-rozmérna hladka struktura, se nazyva n-rozmeérnd hladkd varieta; ¢islo n se nazyva dimenze
n-rozmérné hladké variety X a oznacuje dim X.

Nemuze-li dojit k nedorozumeéni, ¢islo n ve vysSe uvedenych definicich vynechdvame a mluvime prosté
o soutadnicovém systému, hladkém atlasu nebo atlasu, hladké strukture a hladké varieté, ev. prosté o va-
rieté.

K zadéani hladké struktury zfejmé staci zadat néjaky atlas; hladké struktura pak vznika pridanim
k tomuto atlasu vSech s nim kompatibilnich soufadnicovych systémri.

TEOREM 1.8. Na kazdé hladké varieté existuje spocetny atlas {(U;, @)}, i = 1,2, ..., takovy, Ze pokryti
{U;} je lokdlné konecné.

3Neprazdné oteviené mnoziny v R: jsou libovolna sjednoceni mnozin typu (a,b), (a,0], kde a < 0,b < 0 jsou kone¢na
realna cisla, pfip. a = —oo.
4Mluvime-li o soufadnicovém systému, myslime dale vzdy soufadnicovy systém patiici dané hladké struktuie.



DUKAzZ. S libovolnym atlasem o7 = {(U,,,)}, ¢ € I, je asociovano oteviené pokryti {U,}, ¢ € I, topo-
logického prostoru X. Mozno ptfedpokladat, Ze toto pokryti je lokalné koneéné (Teorém 1.5). Z tohoto
pokryti vybereme spocetné podpokryti {Vs}, s = 1,2,..., kde V5 = U,, (Teorém 1.6). Pak souradnicové
systémy (Vs, ¢,.), s = 1,2,. .., tvoii spocetny atlas. Tento atlas ziejmé definuje stejnou hladkou strukturu
jako atlas 7 a s nim asociované pokryti {V;} variety X je lokdlné konecné.

Naésledujici teorém ukazuje, jak 1ze na mnozinich zadavat hladkou strukturu pomoci spocetnych sys-
témt jistych bijekci.
TEOREM 1.9. Bud X neprdzdnd mnoZina a predpoklddejme, Ze je ddn systém dvojic (U;,p;), i =1,2,...,
spliiugict tyto podminky:

(1) Pro kazdé i U; je podmnozina X a U U =X.

(2) Pro kazdé i ¢, je bijekce U; na podmnoZinu v R™.

(3) Pro kazdé i,j mnozina ¢;(U;NU;) C R™ je oteviend a zobrazent <p7;g0j_1 2o (UiNU;) — ¢i(U;NU;)
je diferencovatelné tridy C*°.

(4) K libovolngm dvéma rizngm bodim x1,x2 € X existuji indexy i,7 a mnoZiny V1,Va C X tak, Ze
x1 € VI CU;, 29 € Vo CU;, ViNVa =0 a mnoZiny ¢;(V1), ¢;j(Va) C R™ jsou oteviené.
Pak na X existuje jedind hladkd struktura, pro kterou systém {(U;,¢;)} je atlas na X.

DUKAz. UkadZzeme, %e na X existuje jedind struktura oddélitelného topologického prostoru se spocetnou
béazi, pro kterou U; C X je mnozina oteviend a ¢; : U; — ¢;(U;) C R" je homeomorfismus pro kazdé i.
UvaZzujme mnoziny tvaru gp{l(V), kde V je mnozina oteviend v R". Mé&jme dvé mnoziny U; = gp{l(Vl),
U, = 30;1(‘/2) a bod x € Uy NUs. Polozme W = Uy NUs. Jelikoz W = gp{l(cpi(Ul NUsz)) a @;(U1 NUs) je
mnozina oteviend v R" (podminka (3)), tyto mnoZiny spliiuji pfedpoklady véty o bazi topologie a tvofi
tedy bazi jisté topologie T na X. V této topologii je kazdé ze zobrazeni ¢; homeomorfismus. Z podminky
(4) a z oddélitelnosti Euklidovy topologie v R" vyplyva oddélitelnost topologie . Déle Euklidova topologie
mé spocetnou bazi a systém zobrazeni ¢;, i = 1,2,.. ., je spocetny, takze topologie 7 mé spocetnou béazi.
To dokazuje existenci pozadované topologie. Kazdé dvé topologie, pro které ¢; jsou homeomorfismy, jsou
generovany stejnou bazi a tedy splyvaji.

Podminky (1) a (2) z definice hladkého atlasu jsou evidentné splnény; systém {(U;, ¢;)} je tedy hladky
atlas, coz jsme chtéli ukazat.

7Z toho, Ze na kazdé hladké varieté existuje spocetny atlas, vyplyva, ze kazdou hladkou strukturu lze
zadat zplsobem, uvedenym v Teorému 1.9; tento teorém tedy charakterizuje hladké variety beze zbytku.

Bud X n-rozmérnd varieta, Y C X oteviend mnozina. Na Y existuje jedind hladka struktura takova,
ze pro kazdy soufadnicovy systém (U, ) na X dvojice (V,9), kde V = UNY, ¥ = ¢|y, (z0zZeni zobrazeni
¢ na mnozinu V), je soufadnicovy systém na Y; Y jako topologicky prostor je pfitom podprostor X.
S touto hladkou strukturou se Y nazyva oteviend podvarieta variety X.

Bud X n-rozmérné varieta, m celé ¢islo takové, ze 1 < m < n. Podmnozina Y C X se nazyvi m-
rozmérnd podvarieta variety X, jestlize ke kazdému bodu zy € Y existuje soufadnicovy systém (U, ¢),
o = (a%), v bod8 79 na X tak,ze UNY = {x € U | 2™ (2) = 0,...,2"(z) = 0}; mnozina U NY m4
tedy rovnice z™*+! = 0,...,2" = 0, které nazjvame rovnice podvariety Y vzhledem k soufadnicovému
systému (U, ¢). Souradnicovy systém (U, ¢) s uvedenymi vlastnostmi se nazyva adaptovany k podvarieté
Y v bodé x¢ nebo neni-li tfeba specifikovat bod xq, adaptovany k podvarieté Y. Rikdme, Ze podvarieta
Y je uzavrend, je-li uzaviend jako podmnozina topologického prostoru X.

Z definice a Teorému 1.9 vyplyva, Ze mnozina Y s indukovanou topologii spolu se systémem dvojic
(V,¥), kde V.= UNY, ¥ = ¢y, pro néjaky soufadnicovy systém (U, ¢) na X, adaptovany k Y a ¢
uvazovéno jako zobrazeni z V do R™, je hladk4 m-rozmérn4 varieta.

Budte X a Y dvé variety, n = dim X, m = dimY, f : X — Y zobrazeni. Bud (U, ), ¢ = (2,
soufadnicovy systém na X, (V,v), ¥ = (y7), soufadnicovy systém na Y a predpokladejme, ze f : U — V.
Zobrazeni v fo~1 : o(U) — (V) otevienych mnozin v Euklidovych topologickych prostorech se nazjva
soutadnicové vyjadiens zobrazeni f vzhledem k soufadnicovym systémim (U, o), (V, ). Oznacime-li f7,
kde 1 < o < m, slozky zobrazeni ¥ fp~!, t.j. funkce definované vztahem o fo~—t = (f1,..., f™), bude
zobrazeni ¢ fp~! vyjadieno vztahy

Y’ =f7(z'.. . 2"), 1<o<m, (1.2.1)



které nazyvame rovnice zobrazeni f vzhledem k soufadnicovym systémum (U, ¢), (V).

Rekneme, Ze zobrazeni f : X — Y je hladké v bodé x € X, jestlize existuje soutadnicovy systém (U, @)
na X a soufadnicovy systém (V, 1) na Y tak, ze x € U, f(U) C V a soufadnicové vyjadieni zobrazeni f
vzhledem k (U, ¢), (V,4) je diferencovatelné zobrazeni t¥idy C*° v bodé ¢(z).

Je-li f hladké v bodé z, pak pro kazdy soufadnicovy systém (U, @) na X a kazdy soutadnicovy systém
(V,9) na Y takovy, ze x € U, f(U) C V, soufadnicové vyjadieni ¢ f@~ ! je diferencovatelné zobrazeni
ttidy C> v bodé @(x). Skutecns, Y fp~! = =l fo g™t takie ¢ f@~! je diferencovatelné jako
kompozice diferencovatelnych zobrazeni Euklidovych prostor.

Rekneme, ze zobrazeni f je hladké, je-li hladké v kazdém bodé x € X.

Kompozice gf hladkych zobrazeni f : X — Y, g : Y — Z hladkych variet je evidentné hladké
zobrazeni.

Zobrazeni f : X — Y hladk§ch variet se nazyva difeomorfismus, je-li bijektivni a obé zobrazeni f, f~!
jsou hladka.

PRIKLADY. (1) Tzv. kanonickd struktura n-rozmérné variety na n-rozmérném Euklidové topologickém
prostoru R" je definovéna atlasem, tvofenym jedinym soufadnicovym systémem (R",id), kde id je iden-
tické zobrazeni mnoZiny R™ na sebe.

(2) Budte z € R", y € R™ libovolné body. Ozna¢me C*°(z,y) mnozinu diferencovatelnjch zobrazeni
tiidy C*° f: U — R™, spliiujicich tyto dvé podminky: (1) defini¢ni obor U je okoli bodu z, (2) f(z) = y.
Rekneme, Ze zobrazeni f,g € C*(z,y) maji dotyk r-tého 7ddu, plati-li pro kazdé s, 1 < s < r, a kazdé
o=1,2,...,m;i1,i2,....0s € {1,2,...,n}

Di1 Dlsfa(it) = Dil ...Disg”(x), (122)

kde f7 (resp. g7) jsou slozky zobrazeni f (resp. g). Ziejmé relace ,zobrazeni maji dotyk r-tého fadu“ je
relace ekvivalence na mnozing C*(z,y). T¥{du ekvivalence podle této relace nazyvame r-jet s pocdtkem
x a koncem y. r-jet, obsahujici zobrazeni f, nazyvame také r-jet zobrazeni f s pocatkem x a koncem
y a oznacujeme J7 f.

Budte U C R", V C R™ oteviené mnoziny a J" (U, V') mnozina vSech r-jetlt s pocatkem v U a koncem
ve V. Pro Jf € J'(U,V) klademe

(I)(J:f) = (.23, f(x),Dilf”(a:), R 7Di1 s Dirfg(x)) 5 (123)
kde x = (z%,...,2"), f(z) = (fY(x),..., f™(z)) a pro kazdé s a o s-tice indexti i, . .., is probih4 véechny
posloupnosti, spliujici podminku 1 <4 < ... < iy < n. Timto vztahem je definovano zobrazeni

n+1 n+'r71)

(U V) —UxV xR xR™("2) 5 xR (" (1.2.4)

Snadno lze ukazat, Ze toto zobrazeni je bijekce. ® je evidentné injektivni, stadi tedy ukazat, Ze je surjek-
tivni. Zvolime-li bod w = (2*,y%,y{,, ..., %7 ;. ) a uvazujeme-li f : R" — R™, f = (f7), kde

, , 1 , o , 1 , , , ,
OGN =yl (B -2 + 53/711‘2(3“ —a")(2” —x)+.. .+ ﬁyg...ir(zu —a") .. (2" =),

(1.2.5)
(pfitom ve vztahu (1.2.5) se s¢itd pfes vSechny posloupnosti indexti 41,...,is, s tim, Ze pro kazdé s,
1 < s < r, alibovolnou permutaci £ mnoziny {i1,...,is}, kdei; < ... < iy, klademe yg(il)“ﬂ(is) =yd i)

ihned vidime, ze ®(J. f) = w, takze ® je surjektivni. ®(J"(U,V)) je tedy oteviend mnozina v jistém
Euklidové topologickém prostoru a na J"(U, V) existuje jedina hladké struktura, pro kterou (J"(U, V), @)
je soufadnicovy systém; J"(U,V) s touto hladkou strukturou se nazyva varieta r-jeti s pocatkem v U
a koncem ve V. Soutadnicovy systém (J"(U, V), ®) na J"(U, V) se nazyva kanonicky. Pro dimenzi variety
r-jett J"(U, V) dostavame

dier(U,V)=n+m<1+n+ (”;1>+...+<n+“1>) =n+m<”:7”). (1.2.6)

r

(3) Bud f : R" — R diferencovatelnd funkce tiidy C'* takova, ze matice (D;f(x)) ma hodnost
1 v kazdém bodé mnoziny X = {z € R" | f(z) = 0}. Pak X je (n — 1)-rozmérnd podvarieta R".



Ukézeme to. Bud zy € X libovolny bod. Podle pfedpokladu alespoii jedno z €isel D, f(xg) je rtzné
od nuly. Pfedpokladejme napiiklad, Ze je to ¢islo Dy f (o) a uvazujme zobrazeni ¢ : R” — R", definované
vztahem ¢(zt,...,2") = (f(z!,...,2"),2%,...,2"). Pro jacobidn tohoto zobrazeni snadno dostaneme
det Dp(zg) = Dy f(xo) # 0, kde Dp(xg) oznacuje Jacobiho matici zobrazeni ¢ v bodé zo. Podle véty
o inverznim zobrazeni tedy existuje okoli U bodu zo tak, ze o|f; je difeomorfismus. (U, p|rr) je tedy
soufadnicovy systém na R" a funkce f je soufadnicova funkce tohoto soutfadnicového systému; jelikoZ
mnozina U N X m4 rovnici f = 0, X je (n — 1)-rozmérnd podvarieta R".

(4) Je-li varieta X kompaktni, pak kazdy atlas na X obsahuje alespoii dva soufadnicové systémy.

(5) ' = {(z,y) € R* | 2% +y® = 1} je uzavfend jednorozmérna podvarieta R?. S\ {(0,1)} je
podvarieta, kterd nenf uzaviena. S* \ {(0,1)} je oteviena podvarieta v S*.

Piejdeme nyni k vySetfovani jistych systémi hladkych funkci na varieté (rozkladii jednotky), které
sehravaji zédkladni dlohu v dikazech nékterych existen¢nich teorému.

Bud X varieta, f : X — R funkce. Oznaéime supp f uzavér (v topologii variety X) mnoziny {z €
X | f(z) # 0}; supp f je uzaviend mnozina, nazyvand nosi¢ funkce f.

Piedpokladejme, Ze je dan systém {x;}, ¢ = 1,2,..., redlnych funkci definovanych na X takovy, ze
systém mnozin {supp x;}, i = 1,2,..., tvoii lokdln& koneéné pokryti variety X. Pak pro kazdé z € X
x;j(x) # 0 pouze pro kone¢né mnoho indexi j. Pro kazdé z € X je tedy soudet >~ xi(x) korektnd
definovéan a existuje jedind funkce x : X — R takova, ze x(z) = Y .-, xi(z). Oznacujeme

X=> Xi (1.2.7)
=1

Hladkym rozkladem jednotkové funkce na X nebo strucné rozkladem jednotky na X nazyvame spocetny
systém {x;}, i = 1,2, ..., hladkych redlnych funkei y; : X — R spliiujicich tyto podminky:

(1) Systém mnozin {suppx;}, i =1,2,..., je lokdlné koneéné pokryti variety X.
(2) Pro kazdé i a kazdé « € X je x;(z) > 0.
(3) Y2y xi = 1 (jednotkova funkce na X).

Rozklad jednotky {x;}, ¢ = 1,2,..., na X se nazyva asociovany s otevienym pokrytim {W,}, ¢ € I,
variety X, jestlize ke kazdému i existuje index ¢ € I tak, ze supp x; C W,.

Podminka (1) znamena, ze kazdy bod x € X ma okoli U takové, Ze pouze koneéné mnoho funkei x;[77
(z0Zeni funkce y; na mnozinu U) je riznych od nulové funkce.

Ukézeme, Ze k libovolnému otevienému pokryti {W,} variety X lze najit rozklad jednotky na X,
asociovany s {W,}. Nejdfive k tomu dokadzeme dvé pomocné véty.

Uvazujme mnozinu R" s jeji pfirozenou strukturou n-rozmérného normovaného vektorového prostoru.
Norma vektoru z = (z,...,2") je definovana vztahem

2| = V(@1)2 + ...+ (z7)2. (1.2.8)
Déle oznacme B = {z € R" | |z| < r}; B! je oteviend koule v R" o poloméru r se stfedem v pocatku.

LEMMA 1. Bud X n-rozmérnd varieta, {W,}, ¢ € I, jeji oteviené pokryti. Existuje atlas o/ = {(U;, i)},
i=1,2,..., na X tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

(1) {U:}, i=1,2,..., je lokdiné konecné zjemnéni pokryti {W,}.

(2) Pro kazdé i plati ¢;(U;) = By.

(3) Mnoziny V; = ; (BY) tvoii oteviené pokryti X .

DUKAZ. Zvolime spodetnou bazi oddélitelného lok4lné kompaktniho topologického prostoru X podobné
jako v dikazu Teorému 1.5. Podle Teorému 1.4 takova baze existuje. Dale zkonstuujeme posloupnost
A1, Ay, ..., kompaktnich mnoZin a posloupnost kompaktnich mnozin A;, Az \ int A1, Az \ int Ao, .. ..
Uvazujme mnoziny By = int As, By = int Ag, B; = (int A;42) \ Ai—1, i = 2,3,.... Oteviené mnoziny
B;NW,, kde ¢ € I, pokryvaji mnozinu A;y; \ int A;. Zkonstruujeme nové oteviené pokryti této mnoziny.
Ke kazdému bodu = € B; N W, existuje soufadnicovy systém (W, ,,ps,.) tak, ze x € W, , C B,NW,
a g, (Wy,) D Bi. Klademe U,,, = %j(Bg) aVy, = %ji(B?). Mnoziny V, , pokryvaji A;11 \ int A,.
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Vybereme z nich koneéné oteviené podpokryti {V{, ..., Vki}, kde index k zavisi na i. Celkové dostavame
spocetné oteviené pokryti {V{,... , Vji}, i =0,1,2,..., variety X. Toto pokryti je podle definice zjemnéni
pokryti {W,}. Podobné jako v diikazu Teorému 1.5 se ukaZe, Ze je lokalné kone¢né. Jelikoz kazda z mnozin
VJ7 je defini¢ni obor jistého souradnicového systému (VJ’7 ¥), tvrzeni je dokdzano.

LEMMA 2. Ezistuje diferencovatelnd funkce tridy C*> x : R™ — R takovd, Ze x(x) > 0 pro kaZdé x € R™
a plat?
3
1) |J3| < 2

x(z) :{ 0. |z >2. (1.2.9)

DUKAzZ. Klademe

1
e 2, t>0
t) = ’ ’ 1.2.10
o { N, (1.2.10)

Snadno lze ukézat, ze funkce f je diferencovatelna tfidy C'°°. K tomu staci vysetfit jeji chovani v bodé
t = 0.V tomto bodé funkéni hodnota i vSechny derivace zleva jsou nulové. Jelikoz lim f(¢) =0 pro t — 0
zprava, funkce f je spojitd v bodé 0. Uvazujme derivaci funkce f v libovolném bodé ¢t > 0. Pro k-tou
derivaci snadno odvodime vyraz
d*f
— = Q@) - f(D), (1.2.11)
dt
kde Q je koneény soudet vyrazi typu ¢/t™, kde ¢ € R, m > 0. Abychom ukézali, ze lim(d” f/dt¥) = 0
pro t — 0 zprava, stac¢i ukazat, ze lim(efl/t2 /t"™) = 0 pro t — 0 zprava pro libovolné m. Z Taylorova
rozvoje funkce e® ve tvaru

s 82 k Sk—i-l

e
Sl S = ———e¥ 1.2.12
S TR TERR Y TR e T (1.2.12)

kde 9 je ¢islo z intervalu (0, 1), dostaneme pro 2k > m a s = 1/t > 0

—1/t?
_ 2 €
0<e V¥ < k1e2F, ’—

tm

< KR (1.2.13)

Z posledni nerovnosti uz vyplyva lim(efl/ t? /t™) = 0 pro t — 0 zprava. Funkce f je tedy diferencovatelna
t¥idy C* v bodé t = 0 pro kazdé k, t.j. patii t¥idé C.
Déle klademe 2 1)
—1
g(t) = . (1.2.14)
f—t)+ f(t-3/2)
Z definice vyplyva, ze g je diferencovatelnd funkce t¥idy C°, g(t) =0 prot > 2 a g(t) = 1 pro t < 3/2.
Nakonec klademe pro kazdé © € R™ x(x) = g(|z|). Funkce x je konstantni na mnozinidch {z € R" | |z| <
3/2}, {x € R™ | |z| > 2}; je tedy diferencovatelnd tiidy C*° v kazdém bodé jejich sjednoceni. V kazdém
bodé dopliku jejich sjednoceni ma vyjadieni ve tvaru kompozice diferencovatelnych zobrazeni t¥idy C'*°
a je tedy také diferencovatelna t¥idy C'°°. Dalsi pozadované vlastnosti funkce y vyplyvaji pfimo z definice.

TEOREM 1.10. Ke kaZdému otevienému pokryti {W,}, v € I, hladké variety X existuje rozklad jednotky
{xi}, 1 =1,2,..., asociovany s {W,}.

DUKAz. K otevienému pokryti {W,} vybereme atlas &/ = {(U;,¢;)}, i = 1,2,..., tak, Ze jsou splnény
podminky Lemmatu 1° Polozme pro kazdé i v; = x;, kde x je funkce z Lemmatu 2. Funkce v; je podle
definice hladka funkce na U; a plati suppv; C U; a ¥;(z) = xpi(x) = 1 pro x € V;.5 Jelikoz pokryti {U;}
je lokdlné kone¢né, je korektné definovana funkce Y ¢; (1.2.7). Kazd4d z funkci ¢; je ovSem nezéporna.
7 toho, ze mnoziny V; pokryvaji X, vyplyva, Ze ke kazdému bodu x € X existuje alesponi jeden index

SPtipomenme, %e dikaz Lemmatu 1 providdime na zakladé Teorémii 1.4 a 1.5 a tedy na zakladé vlastnosti topologie
hladké variety.
6Mnoziny V; jsou definovany v podmince (3) Lemmatu 1.
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Jj tak, ze & € Vj; pak oviem ¢j(x) = 1 a tedy v kazdém bodé z nabyva funkce ) 1; nenulové hodnoty.

Klademe pro kazdé ¢
1

Xi = Z—%@l}i.

Funkce x; tvofi rozklad jednotky, asociovany s otevienym pokrytim {W,}, ¢ € I, variety X, coz bylo
dokazat.

(1.2.15)

PozNAMKA. Rozklad jednotky y; z dikazu Teorému 1.10 splituje kromé podminek (1)—(3) z definice
rozkladu jednotky jesté nasledujici podminku:
(4) Pro kazdé i supp x; je mnozina kompaktni.

1.3. Diferencialni rovnice

Vsude v tomto odstavci uvazujeme mnozinu R" s pfirozenou strukturou n-rozmérného Banachova
prostoru s normou vektoru x = (2!, z2,...,2"), definovanou vztahem |z| = ((2!)? + ... + (2)?)'/2.
Dale vsude predpokldddme, Ze je dan otevieny interval I C R, oteviend mnozina U C R™ a spojité
diferencovatelné zobrazeni f : I x U — R".

Bud J*(I,U) varieta 1-jett s pocatkem v I a koncem v U (Pifklad 2, Odst. 1.2.). Zobrazeni f definuje
podmnozinu mnoziny J!(I,U) vztahem {(t,x,%) € J*(I,U) | @ = f(t,x)}; tato podmnozina se nazjva
diferencidlni rovnice pruniho Tddu, asociovand se zobrazenim f. Zapisujeme ji prosté ve tvaru

= f(t,x) (1.3.1)

Oznaéime-li f?, 1 < i < n, slozky zobrazeni f, pak diferencialni rovnici prvniho ¥adu (1.3.1) lze ptepsat
ve tvaru systému rovnic ‘ A
it = fit, 2t 2"), 1<i<n. (1.3.2)

Pro jednoduchost hovofime o kazdém z vyjadieni (1.3.1),(1.3.2) jako o diferencidlni rovnici. Diferencova-
telné zobrazeni a : J — U, kde J C I je otevieny interval, se nazyva fesent diferencidlni rovnice (1.3.1)
na J, jestlize pro kazdé ¢t € J plati

Da(t) = f(t, a(t)). (1.3.3)

7 definice pfimo vyplyva, ze kazdé feSeni « je spojité diferencovatelné.
V tomto odstavci vySetfujeme problém existence a jednoznacnosti feSeni diferencialni rovnice.

LEMMA 1. K libovolnému bodu (tg, o) € I XU lze najit otevieny interval Iy C I se stiedem ty a otevienou
kouli Uy C U se stredem xq tak, Ze jsou splnény tyto dvé podminky:

(1) Zobrazeni f je ohranicené na Iy x Uy.

(2) Ezistuge cislo K > 0 tak, Ze pro vSechna s,t € Iy, x,y € Uy plati

|f(s,2) = f(t,y)| < K|z —y]. (1.3.4)

DUkAZ. Bud (tg,x0) € I x U libovolny bod, Iy C I otevieny interval se stfedem ¢ty takovy, Ze clIy C I,
Uy C U oteviena koule se stfedem xg takova, ze clUy C U. Ze spojitosti f vyplyva jeji ohranicenost
na (cllp) x (clUp), t.j. také na Iy x Uy. Déle podle véty o stfedni hodnoté pro libovolné z,y € Uy plati

[F(s.2) = F(t,y)] < sup{ls — t] .o — yl} -sup{IDF(t + O(s — 1),y + I(x —y)| [0SV <1} (1.3.5)

Ze spojitosti derivace D f zobrazeni f vyplyva ohranicenost D f na Iy x Uy. Existuje tedy konstanta K > 0
tak, ze plati (1.3.4). Tim je dikaz ukoncen.

Podminka (2) z Lemmatu 1 se nazyva Lipschitzova podminka na Iy x Uy s Lipschitzovou konstantou
K. Zobrazeni f tedy splituje Lipschitzovu podminku na Iy x Uy s Lipschitzovou konstantou K.
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LEMMA 2. Bud'zg € U bod. K tomu, aby zobrazeni o : J — U, kde J C I je otevieny interval se stiedem
to, bylo TeSenim diferencidlni rovnice (1.8.1) splriugicim podminku

Oz(to) = X, (136)

je nutné a staci, aby o bylo spojité a aby na J platilo

a(t)=x0+/t £(s,a(s)) ds. (1.3.7)

DUKAzZ. Je-li « Feseni, splitujici (1.3.6), pak « je spojité a integraci (1.3.3) od to do ¢ dostaneme (1.3.7).
Obrécensé je-li « spojité a plati (1.3.7), pak je splnéna podminka (1.3.6) a derivaci (1.3.7) podle ¢ dosta-
neme (1.3.3).

LEMMA 3. Predpokldadejme, Ze funkce f je ohranicend na I X U konstantou L > 1 a Ze spliuje na I x U
Lipschitzovu podminku s Lipschitzovou konstantou K > 1. Bud (tg,x¢) € I x U libovolny bod, a € R ¢islo
takové, Ze 0 < a <1 a clBy,(x9) C U. Zvolme b < a/KL tak, aby [to — b, to + b] C I. Pak ke kaZdému
x € Bl (o) existuje prdvé jedno teseni oy : (to — b,to +b) — U diferenciding rovnice (1.3.1) spliugict
podminku o, (to) = x. Pritom o, je tridy C2.

DUKAZ. Oznaéme S mnozinu spojitych zobrazeni v : [to — b,to + b] — clB3,(z0); S je podmnozina
Banachova prostoru spojitych zobrazeni « : [tg — b, tg +b] — R" s normou |y| = sup{|v(t)| | |t — to] < b}.
S vznika translaci uzaviené koule {v | |y| < 2a} o konstantni vektor 79 = xo; je to tedy mnozina uzaviend
a uplné jako metricky prostor s metrikou d(v,d) = |y — 4.

Bud z € ¢l B} (zo) libovolny bod. Pro kazdé a € S klademe

t
(Fa)(t) =z + / f(s,a(s))ds. (1.3.8)
to
Ukézeme, 7e Fa € S. Fa je definované na [tg — b, tg + b] a je evidentné spojité. Dale podle pfedpokladii
t
|(Fa)(t) —a] < / |f(s.a(s)|ds < LIt —to| < a, (1.3.9)
to

t.j. (Fa)(t) € By(x) C clBj,(z0) a tedy Fa € S. Déle ukdzeme, ze F' : S — S spliiuje podminku
d(Fa, FB) < a-d(a,B) pro kazdé a, 5 € S. Dostavame

d(Fa,Fp) = sup /f(f(saa(S))—f(s,ﬁ(S)))dS Ssup/f [f(s,a(s)) = f(s,6(s))| ds <

supK - la—p|-|t—t] < K-b-d(e, ) < a-d(a, 8)/L < a-d(a, ), (1.3.10)

IN

kde supremum je uvazovano pro ¢ spliiujici podminku |t — ¢o| < b. Podle véty o pevném bodé v uplnych
metrickych prostorech tedy existuje jediny element o, € S tak, ze Fa, = a,. Lemma 2 zarucuje, ze a,
musi byt FeSenim diferencidlni rovnice (1.3.1) spliiujicim podminku «a,(t9) = . Dikaz je ukoncen.

Zobrazeni o : J — U t¥idy C!, kde J C I je otevieny interval, se nazyva e-priblizné resend diferencialni
rovnice (1.3.1) na J, plati-li [Da(t) — f(t, a(t))| < € pro vSechna ¢ € J.

LEMMA 4. "Bud J C R uzavieny interval, to € J bod, g : J — R spojitd kladnd funkce. Predpoklddejme,
ze existuji cisla A, K > 0 tak, Ze pro kazdé t € J, t > ty,

gt) < A+ K/ttg(s) ds (1.3.11)

7Jde o specialni pfipad Gronwallova lemmatu.
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a pro kazdé t € J, t < to,
to
g(t) §A+K/ g(s)ds. (1.3.12)
t

Pak
g(t) < A.efltmtol, (1.3.13)

DUkAz. Pfedpoklddejme, Ze t > to. Pak podle (1.3.11)
g(t) < A+ KL(t — to), (1.3.14)

kde L je konstanta, ohranic¢ujici funkci g na J. Nyni postupujeme indukci. Pfedpoklddejme, Ze pro jisté
n > 1 celé plati

1

g(t)SA<1+K(t—t0)—|—%K2(t—to)2+...+m

1
KM e 10" ) 4 LRt (1.315)

Ze spojitosti a kladnosti g vyplyva

/tg(S)dséA/t (1+K(s—to)+%K2(s—to)2—|—...

to to

1
(n—1)!

a po integraci s vyuzitim (1.3.11) dostavame

L t

to

1 2 2 1 n n L n+1 n+1
g(t)<A<1+K(t—t0)+5K (t=t0)” -k —K"(t ~ to) >+ o ) (13a7)

Vztah (1.3.15) tedy plati pro kazdé celé n > 1. Uvazujme vyraz na pravé strané (1.3.15). Jelikoz pro
libovolné y > 0 je lim(y™/n!) = 0 pro n — oo, pro kazdé pevné ¢ musi platit

g(t) < AeK(t=to) — geKlt=tol (1.3.18)
coz jsme chtéli dokazat. Pro t < ¢y postupujeme analogicky.

LEMMA 5. Bud oy (resp. ag) e1-pFiblizné (resp. eo-pFiblizné) tesent diferencidlni rovnice (1.3.1) na ote-
vreném intervalu Iy C I, obsahujicim bod tg. Predpokldidejme, Ze f spliuje Lipschitzovu podminku na
Iy x U s Lipschitzovou konstantou K > 0. Pak pro libovolné t € Iy plati

lon (1) — as(t)| < <|a1(t0) — an(to)| + %(51 + 52)> eKlt=tol (1.3.19)

) 4+ ¢/K. Podle

DUKAzZ. PoloZzme ¢ = ¢1 + 2 a zavedme oznaceni )(t laa(t) — aa(t)], g(t) = (¢
t))| < e2, odkud

) =
pfedpokladu plati pro kazdé ¢t € Iy |Day(t) — f(t, ai(t ))| < g1, |Daa(t) — f(t, oz
dostavame |Day (t) — Das(t) — f(t, a1(t)) + f(t, ca(t))| < e

Predpokladejme, ze t > ty. Pak z nerovnosti

t

e(t—to) > [ [Dai(s) — Das(s) — f(s,a1(s)) + f(s, az(s))| ds =

to

a1 (t) — ea(to) — 2 (t) + 2 (to) — / (f(s,01(s)) — f(s,2(s))) ds (1.3.20)

to

>
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a z Lipschitzovy podminky dostavame

P(t) < (to) +e(t - to) +/t £ (s,c1(s)) = f(s,aa(s))[ ds <

t t

< P(to) +e(t —to) + K [ w(s)ds = (o) + K (1/)(3) + %) ds, (1.3.21)
a tedy
g(t) < g(to) + K/t g(s)ds. (1.3.22)

Predpokladame-li ¢ < tp, analogickym postupem pomoci integrace od ¢ do ¢y dostaneme

g9(t) < g(to) + K /tl0 g(s)ds. (1.3.23)

Vztahy (1.3.22) a (1.3.23) ukazuji, Ze na kazdém uzavieném intervalu J C Iy jsou splnény predpoklady
Lemmatu 4. Na J tedy plati (1.3.13), odkud

Wit <)+ < (V(t) + =) X107, (1.3.24)

coz je vztah (1.3.19). Z libovolnosti J vyplyva platnost vztahu (1.3.24) na Ij.

Piedpokladejme, ze interval I obsahuje bod 0 € R. Lokdlnim tokem diferencilni rovnice (1.3.1) v bodé
o € U rozumime zobrazeni a: J x V — U, kde J C I je otevieny interval, obsahujici bod 0 a V' C U je
okoli bodu z( takové, ze pro kazdé x € V zobrazeni J 3 t — «a,(t) = a(t,x) € U je FeSeni rovnice (1.3.1),
spliiujici podminku «,(0) = z.

DUSLEDEK 1. Ke kaZdému bodu xog € U lze vybrat otevieny interval J C I obsahujici 0 a otevienou
mnozinu V. C U obsahujici xo tak, Ze existuje jedingy lokdini tok a diferencidlni rovnice (1.8.1) v bodé
xg, definovany na J x V. MnozZiny J,V lze pritom vybrat tak, aby zobrazeni o bylo spojité a spliiovalo
na J x V' Lipschitzovu podminku.

DUkAz. Podle Lemmatu 1 k bodu (0,z9) € I x U vybereme otevieny interval Iy C I se stfedem 0
a otevienou kouli Uy C U se stiedem xq tak, ze f je na Iy x Uy ohrani¢end konstantou L > 1 a spliiuje
tam Lipschitzovu podminku s Lipschitzovou konstantou K > 1. Zuzeni funkce f na Iy x Uy tedy spliuje
predpoklady Lemmatu 3. Klademe®.J = (—b,b), V = B! (). Ozna¢me pro kazdé x € V a, : J — U
jednoznaéné urcené feseni diferencialni rovnice (1.3.1), spliiujici podminku «,,(0) = x. Klademe pro kazdé
ted

a(t,z) = az(t). (1.3.25)

« je jednoznacéné urceny lokéalni tok v bodé xg, definovany na J x V.
Predpoklddejme, ze b < 1 a zvolme z,y € V. Pro libovolné s,t € J dostavdme z Lemmatu 5 a ze
vztahu (1.3.7)

IN

la(t, ) — als,y)| < |at,z) — a(t,y)| + [a(t,y) — als, y)|

< |a(0,2) — a(O,y)|eK|t‘ + /0 f(r,ya(r))dr — /OS flrya(r)dr| < |z-— y|eK + |t — s|L(1.3.26)

7 této nerovnosti vyplyva, ze a je spojité a splituje na J x V Lipschitzovu podminku.

DUSLEDEK 2. Méjme dvé fesent aq,as : J — U diferencidlni rovnice (1.3.1), definované na otevieném
intervalu J C I a predpoklddejme, Ze pro néjaké tog € J plati

Oél(to) = ag(t()). (1327)

8(Cislo b viz. Lemma 3.
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Ddle predpoklddejme, Ze f spliiuje Lipschitzovu podminku na Jox U pro libovolny otevieny interval Jy C J
obsahugici ty a takovy, Ze clJy C J. Pak a; = as.

DUKAz. Kazdy bod ¢t € J padne do néjakého otevieného intervalu Jy, obsahujiciho to a takového, Ze
clJy C J. Jelikoz na Jo x U f spliuje Lipschitzovu podminku, Lemma 5 (1.3.19), kde bereme €1 = 5 = 0,
spolu se vztahem (1.3.27) dava aq(t) = az(t), coZ jsme chtéli dokézat.

Predpokladejme, ze f spliuje Lipschitzovu podminku na Iy X U pro libovolny otevieny interval Iy C [
takovy, ze cl Iy C I. Budte oy : J1 — U, ag : Jo — U dvé FeSeni diferencidlni rovnice (1.3.1) takova, zZe
J1NJy # 0. Necht tg € JyNJs a predpokladejme, Ze aq(tg) = as(tg). Pak podle Dusledku 2. oy (t) = aa(t)
na Ji N Jo. Necht ¥ je mnozina vSech FeSeni «, definovanych v bodé ¢y a takovych, ze a(tg) = zo, kde
9 € U je pevné zvoleny bod. Oznacéme J, definiéni obor « a polozme J = U Jo, @ € ¥. Déle klademe
pro kazdé t € J ((t) = a(t), plati-li t € J,. Zobrazeni J > ¢t — [(t) € U je korektné definované feseni
diferencidlni rovnice (1.3.1); fikdme, Ze je to FeSeni s maximdlnim definiénim oborem, spliiujici podminku

B(to) = xo.

DUSLEDEK 3. Necht I = (a,b) a piedpoklddejme, Ze [ spliiuje Lipschitzovu podminku na Iy x U pro
kazdy otevieny interval Iy C I takovy, Ze clly C I. Necht a : (ag,bg) — U je feseni diferencidlni
rovnice (1.3.1) s mazimdlnim definiénim oborem. Predpoklddejme, Ze existuje € > 0 tak, Ze ag < by — €
acla((bg —e,bp)) C U. Pak by =b.

DUKAz. Predpokladejme, ze by < b. Pak ag < bg—e < by < b, t.j. [bo—&,bo] C I a ze spojitosti f vyplyva,
Ze existuje B > 0 tak, ze | f(t,a(t))| < B pro vSechna t € (bg —¢, bg). Odtud dostavame s pouzitim (1.3.7)
pro libovolné tg,t1,t2 € (bo — €,bp)

f(sals)ds — [ f(s,a(s))ds

to tO

|a(t1) — Oé(tg)| = S B|t1 — t2|. (1328)

Ukéazeme, ze existuje limita lim «(t) pro ¢t — by. Uréime oscilaci Q(bo, &) zobrazeni o v bodé by. Podle
definice oscilace Q(bg, ) = infd(a(V N (by — €,bp))), kde V' probihd okoli bodu by a §(W) oznacuje
pramér mnoziny W; za V staéi vzit oteviené intervaly. Pro V = (¢, d) dostdvame V N (bg — €,bp) =
(max(bg — €, ¢),bo) a Q(bg, ) = inf §(a((c, bo))), kde ¢ < bg. Dale podle (1.3.28) d(a((e,bp))) = sup |x —
y| = sup |a(s) — a(t)| < sup Bls —t| = B(by — ¢), kde z,y € a((c, bo)), s,t € (¢,bo), a tedy Q(bg, ) = 0.
Z uplnosti metrického prostoru R" tedy vyplyva, ze existuje limita lim a(t) = z¢ pro t — by a podle
predpokladu cla((bg —€,b0)) C U je prvkem U.

Uvazujme bod (bg, zg) € I x U. Existuje otevieny interval J C I se stiedem by a oteviend koule V-.C U
se stfedem xz( tak, ze f je ohranifend na J x V a spliiuje tam Lipschitzovu podminku (Lemma 1). Jsou
tedy splnény predpoklady Lemmatu 3 a lze vybrat otevieny interval Jy C J se stfedem by tak, ze existuje
pravé jedno Feseni (8 : Jo — V diferencialni rovnice (1.3.1) splitujici podminku B(bg) = x¢. Z konstrukce
vyplyva, Ze (ao, bo) N Jo # 0; ukdzeme, ze na (ag, bo) N Jo plati a(t) = B(t). Zvolme ty € (ag, bo) N Jp. Pak
na (CL(), bo) N J()

at) = alto)+ / f(s,0(s)) ds,

(1.3.29)
t
5(0) = B+ [ £(s.A(s) ds.
to
Pro t — by zleva a(t) — g, t.].
t bo
xo = afty) + flinbl f(s,a(s))ds = al(ty) + f(s,a(s))ds, (1.3.30)
00 Jto to
jak vyplyva ze spojitosti integralu v proménné ¢; dale
bo bo
Blbo) = xo = B(to) + [ f(s,6(s))ds = a(to) + [ [f(s,a(s))ds, (1.3.31)

to tO
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odkud dostévame pro kazdé t € (ag,bo) N Jo

Q
—~

~+
~

zo+ [ f(s,a(s))ds,
bo
(1.3.32)

Bt) = xo+ : f(s,B(s))ds.

Dodefinujeme « na interval cl((ao, bo) N Jo) podle spojitosti. Pak vyuzijeme vétu o pevném bodé podobné
jako v ditkazu Lemmatu 3 pro zobrazeni (1.3.8); dostaneme 5 = « na kazdém uzavieném intervalu tvaru
[co, bo], kde ¢o € (ag,bo) N Jp. B je tedy prodlouzeni feSeni o a defini¢ni obor @ nemize byt maximalni.
Odtud by = b, coz jsme chtéli dokazat.

Ke studiu zavislosti lokalniho toku na druhém argumentu potiebujeme vysetfit urcité typy linearnich
diferencidlnich rovnic, zévislych na parametru. Ozna¢me .Z(R", R™) vektorovy prostor linedrnich zob-
razen{ z R" do R" s pfirozenou strukturou Banachova prostoru; norma v .Z(R",R™) je dédna vztahem
|u| = sup |u(z)], kde |z| < 1. Dale ozna¢me D f(z,y) derivaci zobrazeni  — f(x,y) pro pevné y a id
identické zobrazeni R™ na sebe.

LEMMA 6. Bud I C R otevieny interval obsahujici bod 0, V. C R"™ oteviend mnoZina, g : I X V. —
Z(R",R™) spojité zobrazeni. Ezistuje jediné zobrazeni x : I x V. — Z(R",R"™) takové, Ze pro kaZdé
yeV

Dix(t,y) = g(t,y)x(t,y), (1.3.33)

x(0,y) =1id. (1.3.34)
Zobrazeni x je spojité.

DUKAZ. Zvolme bod y € V' a uvazujme diferencidlni rovnici (1.3.33), pfepsanou ve tvaru

Dxy(t) = gy (t)xy (1), (1.3.35)
kde x,(t) = x(t,v), g4(t) = g(t,vy), s podminkou
Xy(0) =id. (1.3.36)
Pro kazdé u,v € Z(R",R™) plati

19y()(u = 0)| < gy(t)] - [u— o] (1.3.37)

Ze spojitosti g vyplyva spojitost g,; g, je tedy zobrazeni ohranic¢ené na kazdém kompaktnim intervalu
v I a funkce (¢,u) — gy(t)u spliiuje Lipschitzovu podminku na Iy x Z(R",R") pro kazdy otevieny
interval Iy C I takovy, ze clly C I. Bud x, feSeni diferencidlni rovnice (1.3.35) s maximalnim definiénim
oborem (ag, by), spliujici podminku (1.3.36). Jelikoz evidentné existuje € > 0 tak, ze cl x,((bo —¢€,bo)) C
Z(R™,R™), jsou splnény piedpoklady Disledku 3. Lemmatu 5 a musi platit (ag,bg) = I.

Klademe x(¢,y) = xy(t); x splituje (1.3.33), (1.3.34) a z jednoznacnosti FeSeni vyplyva, ze je jediné.
Zbyva dokazat spojitost .

Bud (to,y0) € I xV bod, bud J C I kompaktni interval obsahujici bod t¢ a bod 0. Funkce ¢ — x (¢, o)
je spojitd (Lemma 2), je tedy ohrani¢end na J a existuje C' > 0 tak, Ze |x(¢,y0)| < C pro kazdé t € J.
Dale existuje takové okoli W bodu yy ve V', ze funkce g je ohrani¢end na J x W konstantou K > 0.

Prokazdé s € I zobrazeni (t,y) — g(t,y)—g(t, yo) je spojité na jistém okoli bodu (s, o). K libovolnému
€ > 0 tedy existuje okoli Wy bodu s a okoli Vi bodu yg tak, Ze pro vSechna t € Wy, y € V; plati
€

= (1.3.38)

lg(t,y) — g(t,y0)| <

Pokryjeme I konecnym poctem okoli W;,,...,W; a pro prislusna okoli V;,,...,V; polozme Vj = n Vi,
(prinik v8ech mnozin V). K danému ¢ existuje tedy okoli Vi bodu yo ve W tak, Ze pro vSechna y € Vy
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at € J plati (1.3.38). Uvazujme TeSeni x,, a Xy pro kazdé y € V. Plati pro kazdé t € J, y € V)
DXy (1= )X (D] = DXy (1) ()X (6830 (X0 ()~ ()0 ()] = (01, 30) (1, 9)) o 1) <
< |g(t,y) — g(t,y0)| - Ix(t,40)| < €. Tento vztah ovSem znamend, Ze X, je e-pfiblizné feseni rovnice
Da(t) = gy (t)a(t). V Lemmatu 5, (1.3.19), klademe ¢y = 0 a pouzijeme podminky x,(0) = xy,(0) = id;
dostaneme |x(t,y) — x(t,40)| < eeK“"/K < eL, kde K > 0 je konstanta ohranicujici ¢ na J x W, t.j.
Lipschitzova konstanta, podle (1.3.37), a L je ¢islo omezujici funkci eX1!l /K na J. Nyni pro libovolné
teJ,yeV x(ty) — x(to,yo)| < [x(t y) — x(t,y0)| + Xt y0) — x(to,y0)| < eL + |x(t, y0) — x(to, yo)|-
Spojitost x v bodé (g, yo) nyni vyplyva ze spojitosti funkce ¢ — x (¢, yo) Vv to.

Lemma 6 ukazuje, Ze pro uvazovany typ rovnice (1.3.33) ze spojitosti zavislosti g(t,y) na parametru
y vyplyva spojita zavislost feseni této rovnice na parametru y.

Na misté zobrazeni y z Lemmatu 6 budeme nyni uvazovat zobrazeni I x VxR" 3 (t,y, z) — x(t,y)z €
R".
DUSLEDEK. Pro kazdé (t,y,z) € I x V x R™ polozme ((t,y,z) = x(t,y)z, By.-(t) = B(t,y, z). Zobrazeni
By.~ je Tesent diferencidlni rovnice

DBy.-(t) = g(t,y)By.- (1), (1.3.39)
spliiugict podminku By .(0) = z. Zobrazeni (3 je spojité.

DUKAz. Diferencidlni rovnice (1.3.39) se pfepisuje ve tvaru Dix(t,v)z = g(t,y)x(t,v)z; tvrzeni tedy
vyplyva z Lemmatu 6.

Nagim hlavnim cilem je studium diferencidlnich rovnic (1.3.1), ve kterych funkce f : I x U — R" je
t¥idy CP, kde p > 1.

TEOREM 1.11. Pfedpokiddejme, Ze zobrazeni f : I x U — R™ je tFidy CP, kde p > 1, a interval I obsahuje
bod 0. Pak ke kazZdému bodu xog € U existuje lokdlni tok o : J x V. — U v bodé x¢ tridy CP takovy, Ze
zobrazeni Docv spliiuje na I x V' diferencidlni rovnici

DiDea(t, z) = Daf(t, a(t, z))Dac(t, ) (1.3.40)

s podminkou Dacr(0, z) = id.

DUKAzZ. Vyberme otevieny interval J C I obsahujici 0 a okoli V' bodu zy € U tak, Ze existuje lokalni
tok « : J x V — U diferencidlni rovnice (1.3.1) v zg, ktery je spojity a spliiuje na J x V Lipschitzovu
podminku (Dtisledek 1 Lemmatu 5); budeme dale piedpokladat (po pfipadném zizeni J a V'), Ze zobrazeni
« je ohrani¢ené na J x V. Chceme ukdzat, Zze « je t¥idy CP a ze Dsa splituje (1.3.40) s podminkou
Doa(0, z) = id.

Uvazujme nejdiive pfipad p = 1. Klademe v Lemmatu 6 g(¢, x) = Do f (¢, a(t, z)); existuje jediné Feseni
X :J xV — Z(R" R") diferencidlni rovnice (1.3.33) splitujici podminku (1.3.34). UkéZeme, Ze existuje
derivace Do« a je totozné na J x V' se zobrazenim Y; tim bude provéfena podminka (1.3.40) a dokdzéna
spojitost Doa.

Zvolme pevné bod x € V a polozme pro kazdé h € R™ takové, Ze tsecka spojujici body x,z + h lez
ve V,

C(t,h) = alt,z + h) — al(t, ). (1.3.41)

Podle Taylorovy formule a(t, z + h) = a(t, ) + Daa(t, x)h + D4 5 (h), kde im(®; »(h)/|k|) = 0 pro h — 0.
Déle f(t,a(t,z + h)) = f(t,a(t,z)) + Daf (¢, a(t, z))Dac(t, z)h + ¥y 5 (h), kde im(¥, »(h)/|h|) = 0 pro
h — 0. Z téchto vztahi dostavame D1( (¢, h) = Dia(t,z+h) —Dia(t,z) = f(t,a(t,z+h))— f(t, alt,z)) =
9(t, 2)C(E h) — g(t, 2) B0 (k) + Ty o (h), [D1C(t, h) — g(t, 2)C(E B)] = 10 (h) — g(t, 2)Bep(h)]- Bud & > 0;
z vlastnosti funkci ®;, a ¥, , vyplyva, Ze existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdé h, pro které |h| < J, plati
|®; 5 (h)| < |hle, ¥ . (h)| < |hle. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze tyto vztahy plati pro kazdé
t. Dostavame

ID1¢(t, h) — g(t, 2)C(E, h)| < [Wra(R)] + |g(t, )| [Re2(h)] < (14 gt 2)]) [hle < (1 + C)|hle, (1.3.42)

kde C je konstanta ohranicujici funkci g.
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Uvazujme diferencialni rovnici

Di6(t,x, z) = g(t, z)B(t, x, 2) (1.3.43)

zévislou na parametru (z,z), kde 8 : J x V x R" — R", a zobrazeni x : J x V — Z(R",R") spliujici
podminky Lemmatu 6.
Dix(t,z) = g(t, z)x(t, ), x(0,2) =id. (1.3.44)

Pro libovolné h takové, ze |h| < 0, zobrazeni t — x(t,z)h je FeSenim rovnice (1.3.43) pro z = h a plati
x(0,z)h = h, t.j.
Dyx(t,x)h = g(t, x)x(t, z)h. (1.3.45)

Zobrazenit — ((t, h) je podle (1.3.42) (1+C)|h|e-pFiblizné feseni rovnice (1.3.45). V Lemmatu 5 klademe
to=0,e1 =0, e3 = (1 4+ C)|h|e; dostavame z (1.3.19) |C(¢, h) — x (¢, 2)h] < (]¢(0,h) — x(0,z)h| + (1 +
O)|hle/K)eXI! < C'|hle, kde C" je jista konstanta. Ke kazdému ¢’ > 0 tedy existuje &' > 0 tak, 7e
z |h| < 0" vyplyva (1/|h])|C(t, h) — x(t, )h| < €’: vyberme ¢’ tak, aby C'd’e < &’. Z (1.3.41) nyni vyplyva,
ze derivace Doc(t, x) existuje a je rovna x(t,x).

Jelikoz pro kazdé x zobrazeni t — a(t,x) je spojité diferencovatelné, a je tiidy C*.

Piedpokladejme nyni, ze p > 2 a Ze lokélni tok « je tiidy CP~!. Pak z definice a ze vztahu (1.3.3)
pifmo vyplyva, ze a(t, z) je tiidy CP+! v ¢.

Polozme pro kazdé (¢,z,n) € J x V x Z(R",R"™)

G(t,x,m) = (0,9(t,x)n), A(t,z,n) = (z,x(t, 2)n), (1.3.46)

kde x = Do« je feSeni diferencidlni rovnice (1.3.33) spliujici podminku (1.3.34); tyto vztahy definuji
zobrazeni G : J x V x Z(R",R") - R" x Z(R",R"), A : J xV x Z[R",R") - V x Z(R",R")
a plati G(t,A(t,z,n)) = (0,9(t, x)x(t,z)n). Jelikoz podle prvni &asti dikazu pro p = 1 Decv existuje
a podle predpokladu p > 2 je spojité, D1 x také existuje a je spojité. Dostavame z (1.3.44) D1 A(t,z,n) =
(0,Dix(t,z)n) = (0,9(t, z)x(t,z)n). Pro A tedy plati vztahy D1 A(t,x,n) = G(t, A(t, z,n)), A0, z,n) =
(,n).

Ovsem podle predpokladu f je tiidy CP, p > 2, a lokalni tok « je tiidy CP~L. g je tedy t¥idy CP~!
a totéz plati o G. Podle prvni ¢asti dikazu teorému pro p = 1 musi tedy byt (jednoznacné urcené)
zobrazeni A ti¥idy C'. Pro n = id dostavame, Ze xy = Doa musi byt tiidy C'. Jelikoz vSechny derivace
D%a, D1Dsa, D%a existuji a jsou spojité, a musi byt t¥idy C2.

Postup opakujeme s tim, Ze f nahradime funkci G a « lokdlnim tokem A. Podle pfedpokladu G je
tiidy CP~! a z vyse uvedeného vyplyva, ze A je t¥idy C'; A tedy musi byt t¥idy C? a a musi byt t¥idy
C3.

Nyni je jiz zfejmé, Ze tento postup mtizeme dale opakovat. Po p krocich dojdeme k tomu, Ze o musi
byt t¥idy CP.

Tim je dikaz teorému ukoncen.

1.4. Tecny fibrovany prostor

Bud X n-rozmérna varieta. K7ivkou v X rozumime hladké zobrazeni otevieného intervalu v R
do X. Necht z je pevné zvoleny bod X a ozna¢me C*°(0,z) mnozinu kiivek ¢ : I — X splilujicich
tyto dvé podminky: (1) definiéni obor I obsahuje po¢atek 0 € R, (2) ¢(0) = x. Rekneme, Ze kiivky
¢, x € C*(0,2) se dotykaji v bodé x, existuje-li soutadnicovy systém (U, ), ¢ = (2%), na X tak, ze
x € U a plati

D(¢)(0) = D(¢x)(0). (1.4.1)

Podminku (1.4.1) lze vyjadiit ekvivalentné ve tvaru D(x¢)(0) = D(zx)(0), kde 1 < i < n a x°( (resp.
x'y) jsou slozky zobrazeni ¢ (resp. pY).

Relace ,kfivky ¢, x se dotykaji v bodé z“ je relace ekvivalence na mnoziné C*° (0, ). UkdZeme to. Tato
relace je evidentné symetrickd a reflexivni. Zbyva tedy ukazat, Ze je tranzitivni. Necht ¢, x,n € C°°(0,x)
a predpoklddejme, ze ¢, x a x,n se dotykaji v bodé z. Pak pro néjaky souradnicovy systém (U, ) (resp.
(V,4)) v bodé z plati D(¢¢)(0) = D(¢x)(0) (resp. D(x)(0) = D(vn)(0)). Z véty o derivaci slozeného
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zobrazeni dostdvame D(¢n)(0) = D(v¢~")((2))D(¢x)(0) = D(¥p~")(¢(2))D(¢¢)(0) = D(¢¢)(0), coz
jsme chtéli dokazat.

Tridu ekvivalence podle této relace ekvivalence nazyvame tecny vektor k varieté X v bodé x nebo
prosté vektor v bodé x € X.

Necht T, X oznacuje mnozinu vSech teénych vektort k X v bodé z a polozme TX = U T.X (sjed-

noceni vSech mnozin T,X). Analogicky polozme pro kazdou otevienou mnozinu U C X TU = U T.X

(sjednoceni vsech T, X, kde z € U). Ozna¢me 7 : TX — X surjektivni zobrazeni, pfifazujici vektoru
€ €TX bod x € X takovy, Ze £ € T, X. Dale kazdému souradnicovému systému (U, ), ¢ = (2%), na X
pritadime dvojici (TU, Ty), kde Te : TU — ¢(U) x R™ je zobrazeni, definované vztahem

Te(€) = (2((£)), D(<)(0)); (1.4.2)

v tomto vztahu ( je libovolny reprezentant vektoru &. Pro jednoduchost ¢asto slozky zobrazeni ¢7 ozna-
¢ujeme prosté z’. Dale klademe #*(¢) = D(2*()(0). Pfi tomto oznaceni zobrazeni Ty ma slozky z°, i’,
kde 1 <i < n, a piSeme Ty = (2%, &*).

TEOREM 1.12. Na mnoziné TX ezistuje jedind struktura 2n-rozmérné hladké variety takovd, Ze pro kaZdy
soutadnicovy systém (U, ) na X, (TU, Ty) je soutadnicovy systém na TX. Zobrazeni T je vzhledem k této
hladké strukture hladké.

DUKAZ. Zobrazeni T je bijektivni: je evidentné injektivni a déle k libovolnému bodu (2/,¢’) € p(U) x
R" dostavame pro kiivku ((t) = ¢~ !(2' + t&’) a vektor ¢, reprezentovany touto kiivkou, Te(¢) =
((e~(x"),D(pp=1)(z")¢) = (2/,¢), takZe je také surjektivni. Necht dale (V,4), ¥ = (7%), je dalsi
soufadnicovy systém v bodé z. Pro vektor T (&) dostavame vyjadieni T () = (¥(z),D(1()(0)) =
T (Te) " (9(x), D) (0)). Jelikor 1(x) = Yo~ ((x)) a DHC)(0) = D(p ") (#C(0))D () (0), vidime,
7e TY(Tp)~L: To(TUNTV) — Ty(TUNTV) je zobrazeni, definované rovnicemi 7! = zép~1 (2, ..., z"),
€ = Dj(@'p ) (p(2))¢, kde & = D(z()(0), & = D(27¢)(0). Odsud pifmo vyplyvé, 7ze zobrazeni
Ty (Te) ™! je diferencovatelné tiidy C°. Podle Teorému 1.9 a Teorému 1.8 na mnoziné TX tedy existuje
jedina hladké struktura s pozadovanymi vlastnostmi.

Zobrazeni 7 : TX — X m4 vzhledem k soufadnicovym systémim (U, ), ¢ = (2%), (TU, Te), Te =
(2%, 3?), vyjadieni

or(Tp)~! (1.4.3)

je to tedy hladké zobrazeni.

Soutfadnicovy systém (TU, Te) na TX se nazyva asociovany se soufadnicovym systémem (U, ¢).

Bud z € X bod, (U, ¢) soutadnicovy systém v bodé x. Oznaéme T, z0Zeni zobrazeni Ty na mnoZinu
T,.X =771(x) C TU. Z definice (1.4.2) vyplyva, ze T, ¢ definuje bijekci T, X na {p(z)} x R". Pfeneseme
pomoci této bijekce na mnozinu T, X vektorovou strukturu R". Pro kazdé a € R, &£, A € T, X klademe

a€ = (Top) HaTop(€)),
£+ A (Top) ™ (T2(€) + Tap(N). (1.4.4)

Standardnim postupem lze proveérit, ze tecny vektor na pravé strané je definovan nezavisle na pouzitém
soufadnicovém systému (U, ¢). Operace nasobeni skaldrem a séitdni teénych vektorti definuji na T,X
strukturu n-rozmérného realného vektorového prostoru. Kazdé ze zobrazeni T,v, kde (V, 1)) je soutadni-
covy systém v bodé x, definuje linedrni izomorfismus T,X na R".

Mnozinu TX s vySe definovanou hladkou strukturou spolu se zobrazenim 7 a se strukturou n-
rozmérného vektorového prostoru na kazdém T, X nazyvame tecny fibrovany prostor variety X. Zobrazeni
T nazyvame projekce tecného fibrovaného prostoru TX.

Ukézeme, 7Ze kazdému soufadnicovému systému (U, ¢) v bodé z € X lze pfifadit jistou béazi vektoro-
vého prostoru T, X. Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze ¢(x) = 0 € R"; tato podminka mize byt vzdy
splnéna pifpadnou dodateénou translaci v R". Kiivka ¢?, definovani vztahem

©'(t) = ¢ 10,...,0,t,0,...,0) (1.4.5)
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(argument ¢ na i-tém misté), se nazyva i-td souradnicovd kiivka soufadnicového systému (U, ¢). Defini¢ni
obor i-té soufadnicové k¥ivky obsahuje okoli bodu 0 € R™, které neni tfeba specifikovat. Oznacme e; tecny
vektor v bodé z, reprezentovany touto kiivkou. Z definice (1.4.2) dostdvdme

Taples) = ((0,...,0),(0,...,0,1,0,...,0)), (1.4.6)

kde prvni n-tice oznacuje pocatek p(z) = 0 € R™ a ve druhé n-tici je ¢islo 1 na i-tém misté. Z toho, ze
Tz je linedrni izomorfismus, tedy vyplyva, ze vektory e;, 1 < i < n, tvori bazi vektorového prostoru
T, X. Tato baze se nazyva asociovand se soufadnicovym systémem (U, ).

Bud (U, ¢), ¢ = (z*), soufadnicovy systém na X, (TU,Ty) s nim asociovany soufadnicovy systém
na TX. Zobrazeni Ty ma slozky z', 2%, 1 <4 < n; piseme pro zjednoduseni z’ misto 't a

T = (2%, ). (1.4.7)

Pro vektor ¢ € T,X, kde z € U, n-tice (z'(z),...,2"(z)) pfedstavuje soufadnice bodu z a n-tice

(#1(8),...,2"(&)) slozky & vzhledem k bézi e;, asociovanés (U, o). Skutecné, pro libovolného reprezentanta

¢ vektoru & méme 3¢(€) = D(2°¢)(0); odtud T,p(&) = ((0,...,0), (@1 (€),...,3"(&))) = Top(@*(&)e;) a &
ma jediné vyjadreni ve tvaru ‘

E=1'(8)e;. (1.4.8)

Cisla () se nazyvaji slozky & vzhledem k soufadnicovému systému (U, ).

Mégjme dva soufadnicové systémy (U, @), ¢ = (2%), (V,9), ¥ = (y°), na varieté X. Je-li transfor-
mace souradnic 11, asociovana s (U, ¢), (V,1), definovand rovnicemi y* = y(z!,...,2"), pak trans-
formace soutadnic Tt (Tp)~!, asociovana s (TU, Tep), (TV, Tv), ma vyjadieni y* = yi(x!,... 2"), 9" =
D;(y'v 1) (¢)i?; ve zjednodusené podobé obvykle piseme

: Oyt
a1 n .7
y—y(w,...,x )a y_al‘j

Bud W C X oteviend mnozina, C®°W okruh hladkyjch funkci na W, x € W bod. Linedrni zobrazeni
0 : C°W — R se nazyva derivace okruhu C*W v bodé x, plati-li pro kazdé f,g € C*W

6(fg) = f(x)d(g) + g(x)(f) (1.4.10)

Mnozina vSech derivaci okruhu C*°W v bodé z je redlny vektorovy prostor vzhledem k operaci
nasobeni redlnym c¢islem a operaci séitani derivaci.

Dulezity piiklad derivace okruhu funkci v bodé je ddn nésledujici konstrukci. Bud & € T, X teény
vektor, (U, ¢), ¢ = (x'), soutadnicovy systém na X takovy, ze € U. Reprezentujme ¢ ve tvaru (1.4.8),
kde &' = 3%(¢) jsou slozky zobrazeni ¢ vzhledem k bazi T,X, asociované s (U, o). Piimo lze provéiit, ze
zobrazeni f — O f, definované vztahem

def =Di(fe™ ) (p(a))€’ (1.4.11)

je derivace okruhu C*°U v bodé x. VSimnéme si, ze prava strana tohoto vyrazu je definovand korektné,
t.j. nezévisi na volbé soufadnicového systému (U, ). Cislo 9 f se nazyva smérovd derivace funkce f podle
vektoru &.

Ukazeme, Ze vyse uvedenym piikladem jsou vycerpany vSechny derivace okruhu C*°U v bodé =x.

i, (1.4.9)

TEOREM 1.13. Bud zg € X bod, (U, p), ¢ = (x'), souradnicovyj systém v bodé xq, § : C*°U — R derivace
v bod€ xo. Pak existuje pravé jeden tecny vektor & € Ty X tak, Ze 6 = Ok.

DUKAzZ. 1. Oznacme 1 € C°U konstantni funkci rovnou jedné. Jelikoz plati 6(1-1) =6(1) =1-46(1) +
1-6(1) = 0, mdme 6(1) = 0 a derivace § anuluje vSechny konstantni funkce. Bud f € C*°U libovolna
funkce. Podle Taylorovy véty plati na jistém okoli bodu ¢(z0) = yo = (43, ..., y)

fom ™) = Fo Whs - w8) + Do (o) (6h — wb) + %fu(yl, N (TR T (T VA )
(1.4.12)
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kde f;; jsou funkce na tomto okoli. Z linearity ¢, ze vztahu (1.4.10) a z identity 6(1) = 0 dostaneme

5(f) = Da(fe™ ") (wo)€’, (1.4.13)

kde & = §(x%) = §(y'p). Cislo na pravé strané nezavisi na (U, ¢). Vztahem ¢ = E'e; je tedy korektné
definovan vektor £ € T, X a podle definice derivace v bodé § = 0¢. To dokazuje existenci vektoru &.

2. Plati-li pro vektor £ € T, X O¢f = 0 pro kazdé f € C°U, pak evidentné £ = 0; odtud vyplyva, ze
vektor £, spliujici podminku 0¢ = d, je urcen jednoznacné.

DUSLEDEK. Bud (U, ¢) souradnicovy systém v bodé x € X. Zobrazeni § — 0O¢ je linedrni izomorfismus
T.X na vektorovy prostor derivaci okruhu C*°U v bodé x.

DUKAZ. Z Teorému 1.13 vyplyva, Ze stali provéfit linearitu zobrazeni £ — O, definovaného vztahem
(1.4.11).

Vektor e; baze T, X, asociované se souradnicovym systémem (U, ¢), pFechazi p¥i korespondenci £ —
O¢ v derivaci 0,,, definovanou vztahem 0., f = D;(fo 1) (p(z)) (viz. (1.4.11)). Derivaci 9., budeme
oznacovat symbolem (9/9z%), nebo prosté 9/0z' a na zakladé této bijektivni linearni korespondence
ji budeme ztotozriovat s vektorem e;, t.j. budeme psat e; = (a/ax’)T S touto konvenci kazdy vektor

¢ € T, X mé jediné vyjadreni ve tvaru
f=¢ ( > _¢ (1.4.14)

Oxt oxt’

kde & = 3(€) jsou slozky & vzhledem k (U, ). Vyjadieni vektoru € ve tvaru linedrni kombinace (1.4.14)
se nazyva soutadnicové vyjdadieni £ vzhledem k (U, ¢).

Bud X (resp. Y) n-rozmérna (resp. m-rozmérnd) varieta, f : X — Y hladké zobrazeni, x € X
bod. Pomoci zobrazeni f piifadime kazdému vektoru & € T, X jisty vektor T,f(§) € Ty,)Y. Tento
vektor definujeme jako teény vektor k Y v bodé f(z), reprezentovany kiivkou t — f((t), kde t — ((t) je
libovolny reprezentant vektoru £. Musime ovSem ukazat, Ze tato definice je korektni, t.j. nezavisla na volbé
¢. Necht ¢ a y jsou kfivky, dotykajici se v bodé x € X. Pak pro libovolny soufadnicovy systém (U, @)
(resp. (V,4)) v bodé x (resp. f(z)) takovy, ze f(U) C V, plati podle pravidla pro derivaci slozeného
zobrazeni D(¢ f¢)(0) = D(¥fo~1)(p(x))D(¢)(0) = D(¥fx)(0), coz jsme chtéli ukazat.

Najdeme soutadnicové vyjadieni vektoru T, f(£). Necht (U, ¢), ¢ = (a?), (resp. (V,9), ¥ = (7)) je
soufadnicovy systém v bodé x (resp. f(x)), necht £ ma vyjadieni & = £4(0/0z"), vzhledem k (U, ¢). Pak
pro libovolného reprezentanta ¢ vektoru ¢ plati £ = D(2%¢)(0). Vektor T, f(¢) ma vzhledem k (V) vy-
jadieni T, f(€) = M (9/0y7) (), kde podle definice A = D(y? f¢)(0). Plati tedy M = D(y’ fo~1¢()(0) =
D;(y? fo 1) (p())E" a vektor T, f(€) ma vzhledem k (V) vyjadieni

T 1) = Dily fo ) (pla))E' (%)ﬂ . (1.4.15)

I zobrazeni f.

Vsimnéme si, ze v tomto vyjadieni ¢’ fo~! jsou slozky soufadnicového vyjadieni ¢ fp~
Zobrazeni T, f : T, X — Ty, Y se nazyva tecné zobrazeni k zobrazeni f v bodé x.
Uvedeme nékteré zakladni vlastnosti te¢ného zobrazeni. Ozna¢me symbolem idy identické zobrazeni

mnoziny W na sebe; je-li W varieta, pak zobrazeni idy je hladké.

TEOREM 1.14. Plati ndsledujici tvrzeni: (a) Bud f : X — Y hladké zobrazeni variet. Pak pro kaZdé
x € X tecné zobrazeni Tof : To X — Tr)Y je linedrni.
(b) Budte f: X =Y, g: Y — Z hladkd zobrazeni variet. Pak pro kaZdé x € X

To(9f) = Tp)g Taf (1.4.16)

Dale
T,idx =idr, x . (1.4.17)
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DUKAz. (a) Tvrzeni vyplyva z (1.4.15).
(b) Vztah (1.4.16) vyplyva z pravidla pro derivaci sloZzeného zobrazeni a z (1.4.15). Vztah (1.4.17)
vyplyva z (1.4.15).

Bud f : X — Y hladké zobrazeni variet. Pro kazdé £ € TX klademe

Tf(&) =Taf(8), (1.4.18)

kde bod € X je uréen podminkou ¢ € T,X. Vztah (1.4.18) definuje zobrazeni Tf : TX — TY,
jehoz zuzZeni na kazdy tecny prostor T,X splyva s T, f. Snadno lze urcit souradnicové vyjadieni tohoto
zobrazeni. Je-li zobrazeni f vzhledem k soufadnicovym systémim (U, ¢), ¢ = (2%), (V,¥), ¥ = (y’)
vyjadieno rovnicemi 3/ = y7 fo~ (2, ..., 2"), pak Tf ma vzhledem k (TU, Ty), (TV, T¢) vyjadieni

yoo= Y feTi@ e,
7 o= Dy fo Yt ... a™)it (1.4.19)

7 tohoto vyjadieni vyplyva, ze zobrazeni T f je hladké. T'f se nazyva tecné zobrazeni k zobrazeni f.

Z Teorému 1.14 vyplyva, Ze pro kompozici gf dvou hladkych zobrazeni variet plati T'(gf) = Tg T f;
dale pro identické zobrazeni variety X na sebe plati Tidx = idrx.

Pro soufadnicovy systém (U, ¢) na varieté X zobrazeni T, definované vztahem (1.4.2), splyva s tec-
nym zobrazenim k zobrazeni .
PRIKLAD. Pro otevienou mnozinu U C R™ plati TU = U x R™. Vyplyva to z existence globalniho
soufadnicového systému (U, idy), globalniho soufadnicového systému (TU, T idy) a z vlastnosti zobrazeni
Tidy.

1.5. Vektorova pole

Bud I 3 ¢t — ((t) € X kiivka ve varieté X. Pro jeji defini¢ni obor plati T = I x R, je tedy
definovana k¥ivka I 5 t — T((t,1) € TX. Hodnotu této kiivky v bodé ¢ budeme oznacovat symbolem
d¢/dt.® Podle definice d¢/dt € TewX; tikdme, Ze d(/dt je tecny vektor ke kiivce ¢ v bodé ((t) nebo
prosté v bodé t. Kfivka ¢ +— d(/dt se nazyva tecné vektorové pole podél kiivky (.

Bud X n-rozmérna varieta, TX jeji teény fibrovany prostor, 7 : TX — X jeho projekce. Vektorovgm
polem na oteviené mnoziné W C X rozumime kazdé zobrazeni £ : W — TX takové, ze

7€ =idw . (1.5.1)

Je-li W = X, fikdme, Ze & je globdlné definované vektorové pole. Je-li zobrazeni £ spojité (resp. hladké),
fikdme, ze vektorové pole £ je spojité (resp. hladké).

K tomu, aby zobrazeni £ : W — TX bylo vektorové pole, je nutné a staci, aby pro kazdé x € W
vektor £(x) lezel v teéném prostoru T,X.

Vsude v tomto odstavci budeme pracovat s globalné definovanymi vektorovymi poli.

Uvazujme vektorové pole ¢ na X. Necht (U, @), ¢ = (%), je soufadnicovy systém na X. Pro kazdé
x € U vektor £(z) m4 jediné vyjadieni ve tvaru £(x) = £(x)(9/02"), (viz. (1.4.14)), kde £ (x), 1 < i < n,
jsou slozky vektoru £(x). Zuzeni vektorového pole & na mnozinu U, oznacované pro jednoduchost také
symbolem &, Ize proto vyjadrit ve tvaru

=g
x
kde £ : U — R jsou jednoznaéné uréené funkce. Vektorové pole na pravé strané se nazyva souradnicové
vyjddreni vektorového pole ¢ vzhledem k soufadnicovému systému (U, ¢), funkce & se nazyvaji slozky &
vzhledem k (U, ). Misto slozek ¢ bude nékdy tcéelné pouzivat funkce ¢!, definované na o(U); tyto
funkce budeme pro zjednoduseni také oznacovat £ a nazyvat slozky & vzhledem k (U, ). Soufadnicové

vyjadieni zobrazeni ¢ vzhledem k soufadnicovému systému (U, ), ¢ = (2*), a s nim asociovanému
soufadnicovému systému (TU, Ty), Ty = (2*,&"), je zobrazeni (z') — (z*,&7(z")); vektorové pole & je

(1.5.2)

9Pfesndji %’t = T((t,1). Poznamenejme, ze (t,1) je teény vektor k intervalu I v bodé ¢, reprezentovany kiivkou
idy: I — 1.
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tedy spojité (resp. hladké) tehdy a jen tehdy, kdyZ jeho slozky vzhledem k néjakému soufadnicovému
systému jsou funkce spojité (resp. diferencovatelné t¥idy C'*).
Bud ¢ hladké vektorové pole na X. Integrdini krivkou £ rozumime ki¥ivku o : I — X takovou, ze

pro kazdé t € T
da

Rikame, Ze integralni kiivka o zac¢ind v bodé xy € X, jestlize interval I obsahuje pocatek 0 € R a plati
a(0) = zo. (1.5.4)

Podminka (1.5.4) se nazyva pocdtecni podminka pro integralni kiivky vektorového pole &.

Necht o : I — X je libovolna kiivka, (U, ), ¢ = (2'), soufadnicovy systém na X takovy, Ze
a(I)NU # (. Ze spojitosti a vyplyva, ze mnozina a~*(U) C I je oteviend; predpokladejme, Ze tato
mnoZina je otevieny interval J C I. Pak zobrazeni J > t — pa(t) = (zla(t),...,z"a(t)) € ¢(U) je
soufadnicové vyjadieni kiivky « a zuzeni « na J je integralni kiivka £ tehdy a jen tehdy, kdyz spliuje
systém diferencialnich rovnic

dz'a
dt

= (1)), (1.5.5)
t
kde &* jsou slozky vektorového pole & vzhledem k (U, ¢). Skutecné, levé strana (1.5.3) ma na U vyjadieni
(da*a/dt)[:(0/0z%) o) a pravé strana vyjadient £ (au(t))(0/02") o), coz déva (1.5.5).

Diferencialni rovnice typu (1.5.5) pfedstavuji specidlni pfipad diferencidlnich rovnic, diskutovanych
v odstavci 1.3. Rozsifime nyni vysledky tohoto odstavce, tykajici se existence a jednoznacnosti feseni,
na rovnice pro integralni kiivky vektorového pole.

Bud ¢ hladké vektorové pole na varieté X. Lokdlnim tokem & v bodé zy € X rozumime hladké
zobrazeni a : J X V. — X, kde J je otevieny interval obsahujici 0 a V je okoli bodu zq, takové, ze
pro kazdé x € V zobrazeni J 3 t — «,(t) = a(t,z) € X je integralni kiivka &, spliujici pocatecéni
podminku o, (0) = z.

LEMMA 1. Bud & hladké vektorové pole na X. Ke kazdému bodu xog € X existuje lokdlni tok & v bod€ xg.

DUKAZ. Zvolme bod zy € X a soufadnicovy systém (U, ¢), ¢ = (2%), v bodé zg. Podle véty o existenci
lokalniho toku diferencidlni rovnice (Teorém 1.11) existuje otevieny interval J obsahujici pocéatek, okoli
V' bodu ¢(xg) € ¢(U) a hladké zobrazeni 8 : J x V! — (U) tak, Ze pro kazdé y € V' zobrazeni
J 3t — By(t) = B(t,y) € ¢(U) spliiuje podminky

Dl — B0, B0 =y, (156

t

kde & jsou slozky & vzhledem k (U, @) a 3} jsou slozky zobrazeni (3. Klademe pro kazdé t € J a x €
V=¢ (V)

alt,x) = o~ (B(t ¢ (x)))- (1.5.7)
a je evidentné hladké zobrazeni a pfimym vypoctem s pouzitim (1.5.6) dostaneme pro kazdé x € V
da,
7~ Sae(t), as(0) =u. (1.5.8)

a je tedy lokalni tok £ v bodé zg.

Z jednoznacnosti lokalniho toku diferencialni rovnice vyplyva, ze lokalni tok a: J x V' — X hladkého
vektorového pole je pro pevné J a V urcen jednoznacné.
LEMMA 2. Necht & je hladké vektorové pole ma X, I1,Is C R oteviené intervaly obsahujici pocdtek
aay:h = X, as: Iy — X dvé integralnd kiivky . Piedpoklidejme, Ze aq1(0) = ao(0). Pak pro kazdé
te I NIy plati al(t) = Oég(t).
DiKAz. Oznaéme J = {t € 1 N[> | a1(t) = az2(t)}, o = @1(0) = a2(0). J je mnozina neprazdnd. Necht
(U, ), ¢ = (2"), je soufadnicovy systém na X v bodé xg. ZuZeni kiivek ¢ — paq (1), t — @aa(t) na jisty
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otevieny interval Iy C I; N Iy obsahujici poc¢atek spliluje systém (1.5.5) a stejnou pocateéni podminku
wa1(0) = p(xo), paz(0) = p(xo); kiivky ¢t — @aq(t), t — @as(t) tedy splyvaji na jistém okoli bodu 0
(Lemma 3, Odst. 1.3) a J obsahuje okoli poc¢atku. Ukézeme, Ze J je oteviend mnoZina v I; N Iy. Bud
to € J bod. Existuje okoli po¢atku 0 tak, Ze na tomto okoli jsou definovany kiivky ¢t — o (t) = a1 (to+1),
t— ah(t) = as(to +t). Jelikoz to € J, plati o} (0) = a1 (tg) = aa(to) = a4 (0) a stejné jako vySe se ukaze,
ze kiivky o}, of splyvaji na okoli bodu 0 € R; k¥ivky a1, s tedy splyvaji na okoli bodu ¢y a J musi byt
oteviena mnozina.

Ze spojitosti a1, as a z toho, ze topologicky prostor X je oddélitelny ovsem vyplyva, Zze J je mnozina
uzaviend v souvislém topologickém prostoru I; NIz (Odst. 1.1, Teorém 1.7, (e)). Jelikoz J # (), musi tedy
platit J = I1 N I, coz jsme chtéli ukazat.

Z Lemmatu 2 vyplyva, ze ke kazdému bodu x € X existuje pravé jedna integralni k¥ivka a, vektoro-
vého pole £ s poc¢atkem v bodé z s mazimdlnim definiénim oborem, t.j. takova integralni kiivka £, kterou
nelze netrividlné prodlouzit v integralni kiivku £. Jejim definiénim oborem je sjednoceni defini¢nich obortu
viech integréalnich kfivek ¢ s po¢atkem v bodé x; je to otevieny interval oznacovany J(z) = (t (z),t" (x))
(ptipousti se t~ (z) = —o0, tT(x) = +00).

Klademe D(&) = {(t,z) € Rx X | t € J(z)}. Globdlnim tokem hladkého vektorového pole £ nazyvame
zobrazeni o : D(§) — X takové, ze pro kazdé x € X zobrazeni ay : J(z) — X, definované vztahem
az(t) = a(t,x), je integralni kiivka & splitujici poc¢ateéni podminku «,,(0) = z.

Je zfejmé, ze globalni tok vektorového pole existuje a je urcen jednoznacné.

TEOREM 1.15. Bud £ hladké vektorové pole na X, a jeho globdini tok.
(a) Pro kazdé x € X aty € J(x) plati J(a(to,z)) = J(x) — to = (t~ (z) — to, tT(x) — to).
(b) Pro kazdé t € J(a(to,x)) jsou definovdny body a(t, a(to,x)), a(t +to,z) € X a plati

a(t, alte, x)) = at + to, ). (1.5.9)

DUKAz. (a) Uvazujme integralni kiivku ¢ — o (t) s maximéalnim definiénim oborem s po¢atkem v bodé
x. Pak zobrazeni t — a,(t + to) je integralni kiivka s po¢atkem v bodé a,(tp) definovand na otevieném
intervalu J(z) — to = (a,b). Pfedpokladejme, Ze existuje integralni k¥ivka § : (a/,0) — X tak, Ze
(a,b) C (a',V) a B(t') = ax(t' +to) pro ¢ € (a,b). Pak integralni kiivka ¢ — ((t — to), definovand
na (a’ + to,b + to) D J(x), je rozsifenim integralni kiivky ¢t — «,(¢); musi tedy platit a’ = a,b’ = b
a integralni kiivka ¢ — o (t + to) mé také maximalni definiéni obor. Odtud J(a(to,z)) = J(x) — to.

(b) Pro ¢t € J(a(to,x)) je evidentné definovan bod «(t, a(te,z)). Déile J(a(to,z)) = J(z) — to, t.j.
t+1to € J(x) a je definovan také bod a(t + to, x). Pro kfivku ¢ — o, (t 4 to) dostavame

ioam(s) = &(ag(t + to)), (1.5.10)

4 lt+to) =
at eV T T g s

takze tato kiivka je integrélni k¥ivka & s po¢atkem v bodé ay (to). Jelikoz k¥ivka t — a(t, a(to, z)) je také
integrélni kiivka & s poc¢atkem v bodé a(¢p), rovnost (1.5.9) vyplyva z Lemmatu 2.

TEOREM 1.16. Pro hladké vektorové pole £ na varieté X mnozina D(§) C R x X je oteviend a globdlni
tok o : D(§) — X je hladké zobrazeni.

DUKAz. Bud z € X libovolny bod, J C J(z) mnozina takovych bodi ¢, Ze (¢,z) méd v R x X okoli, na
kterém je globalni tok o hladky. Je zfejmé, 7Ze sta¢i dokazat, ze J = J(x). Jelikoz globalni tok o musi na
jistém okoli bodu (0,z) splyvat s lokdlnim tokem, bod 0 patii mnoziné J a J je tedy neprizdna. Dale
z definice pfimo vyplyva, Ze J je oteviend mnozina. DokéZeme, Ze J je uzaviena v J(x); z toho, Ze interval
J(x) je jako topologicky prostor souvisly, pak vyplyne J = J(z).

Bud ¢; bod uzévéru clJ. Uvazujme lokdlni tok 5 : J' x V' — X vektorového pole £ v bodé a(ty, z);
podle definice 0 € J’, a(tg, x) € V'. Integrélni kiivka J(x) 3t — a,(t) € X je spojitd v bodé to; existuje
tedy okoli Jy bodu tg v J(x) tak, ze a,(Jo) C V'. Déle to € clJ, takZe interval Jy obsahuje body mnoziny
J. Vyberme t' € Jy N J; bod t’ splituje podminku o, (¢') C V' a pfipadnym zmensSenim .Jy mozno docilit
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toho, Ze navic tg — t' € J'. Uvazujme libovolny bod (¢,y), pro ktery t — ¢ € J', a(t’,y) je definovano
aa(t',y) € V. V bodé (t,y) je definovan element 5(t — t', a(t',y)). UkdZeme, Ze plati vztah

a(t,y) =Bt —t',a(t', y)). (1.5.11)

Mnozina bodt {t € R | t—t' € J'} je oteviend a pro libovolné y zobrazeni t — «(t,y), t — B(t—t', a(t',y)),
definované na této mnoziné, jsou integralni kiivky £. Pro ¢ = ¢’ dostavame

a(t',y) = (0, at’,y)), (1.5.12)

takZe v bodé t = t’ se tyto integralni kiivky protinaji. Podobné jako v diikazu Lemmatu 2 odsud vyvodime,
Ze tyto integralni k¥ivky musi byt totozné, t.j. plati (1.5.11). Zobrazeni « je tedy definované na jistém
okoli J” x V" bodu (', x), pfi¢emz plati V" C V.

Jelikoz t —t' € J', existuje okoli J} bodu t’ tak, ze t —t' € J' pro vSechna t € J|. Pak Jj x V" je okoli
bodu (g, z) v R x X takové, Ze ama na tomto okoli vyjadreni (1.5.11). « je tedy na J§ x V" hladké jako
kompozice hladkych zobrazeni a tedy to € J a mnozina J je uzaviend v J(z). Tim je dikaz ukoncen.

Ozna¢me pro kazdé t € R Dy(§) = {z € X | (t,2) € D(§)} a zavedme zobrazeni a; : D(§) — X
vztahem oy (x) = a(t, x).

DUSLEDEK 1. Plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Mnozina Di(§) je oteviend v X a «y je difeomorfismus Di(§) na otevienou mnoZinu v X.
(b) Plati au(Di(€)) = D-i(€) a
ot =a_y. (1.5.13)

DUKAz. (a) Ke kazdému (¢, z) € D(&) existuje otevieny interval I obsahujici ¢ a oteviend mnozina V C X
obsahujici « tak, ze I x V C D(§). Plati tedy {¢t} x V C D(£), t.j. V. C Dy(§) a Di(§) je oteviena.

Bud = € Dy(§) bod; interval J(z) obsahuje bod 0, takze interval J(ay(z)) = J(x) — t obsahuje bod
—t; plati tedy ax(z) € D_t(§) a oy zobrazuje D(€) do D_4(§). Je-li y € D_;(§) libovolny bod, pak
a_t(y) € D(§). J(a—t(y)) = J(y) +t obsahuje bod ¢, takze je definovany bod a:(a—:(y)) a podle (1.5.9)
je tento bod roven y. oy tedy zobrazuje D;(€) na otevienou mnozinu D_;(&).

(b) Pro kazdé = € Di(§) a—i(a:(§)) je definované a je rovno z; pro kazdé y € D_4(&) au(a—+(y)) je
definované a je rovno y; zobrazeni oy, a_¢ jsou tedy navzajem inverzni. Jelikoz «; je kompozice hladkych
zobrazeni © — (t,z) a (t,z) — a(t, z), je hladké a dukaz je ukoncen.

DUSLEDEK 2. Ke kazdému bodu x¢ € X existuje jeho okoli W a ¢islo € > 0 tak, Ze oy je definované na
W pro kazdé t € (—e, ). Ddle pro kaZdé s,t € (—¢,¢€) takové, Ze s+t € (—¢,€), a kazdé v € W

oo () = aspt (). (1.5.14)

DUKAz. Prvni ¢ast tvrzeni vyplyva ze spojitosti globalniho toku v bodé (0, zg) (Teorém 1.16). Necht dale
x € W a necht s,t € (—¢,¢) jsou éisla, pro kterd s +t € (—¢,¢). Pak s € J(z), s+t € J(z) a tedy
te J(x)—s=J(a(s,z)); odtud vyplyva (1.5.14) (Teorém 1.15).

Systém zobrazeni oy : W — X kdet € (—¢, ¢), se nazyva lokdlni jednoparametrickd grupa vektorového
pole £ v bodé xg. Pro pevné W a ¢ je lokdlni jednoparametrickd grupa uréena jednoznacné.

Bud X varieta. Hladké zobrazeni o : R x X — X se nazjva jednoparametrickd grupa difeomorfismai
variety X, jestlize systém zobrazeni {a:}, ¢ € R, definovanych vztahem ay(z) = a(t, z), spliiuje tyto
podminky:

(1) Qo = idx.
(2) as4t = asay pro kazdé st € R.
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JelikoZz aza_y = a_rap = g = idx, kazdé zobrazeni «; je difeomorfismus X na sebe.

Klademe pro kazdé z € X
d

§(x) = &Oﬁt(m) . (1.5.15)
¢ je evidentné hladké vektorové pole na X. Plati pro kazdé t a x
d d d
Elay(x)) = Eas(at(x)) . = Easﬂ(x) . = Eat(x), (1.5.16)

takze « je globalni tok vektorového pole £. £ se nazyva generdtor jednoparametrické grupy difeomorfismu
a.

PRIKLADY. (1) Globélni tok « vektorového pole £ na varieté X nemusi byt jednoparametrickou grupou
difeomorfismii cv. Polozme napiiklad X = R, € = 22, kde x je kanonicks soufadnice na X . Pak diferencialni
rovnice & = 2% m4 fefen{ z(¢) definované vztahem —1/z(t) = t —to, kde ¢, je integra¢ni konstanta. V bodé
t = to neni toto FeSeni definovano. Globalni tok a(t,y) ma tvar a(t,y) = y/(1 — ty). Definiéni obor J(y)
integrélni kiivky ¢ — «(t,y) je mnozina R\ {1/y}.

(2) Bud f: X — Y hladké zobrazeni variet, ¢ vektorové pole na X . Je zfejmé, ze vektory T, f(9(z)),
kde x probihd X, nemusi tvofit vektorové pole: plati-li napt. f(z1) = f(z2) pro néjaké dva rizné body
x1,x2 € X, pak v bod€ f(x1) dostavame obecné dva rtzné vektory T,, f(9(x1)), Ty, f(¥(22)). Vektorové
pole tedy obecné nelze pirenést hladkym zobrazenim z X na Y. V souvislosti s tim zavadime nasledujici
pojem. Bud ¥ (resp. &) vektorové pole na X (resp. Y). Rekneme, Ze vektorova pole ¥, £ jsou f-kompatibilni,
plati-li pro kazdé z € X

T/ (0()) = £(f (). (1.5.17)

Tuto podminku zapisujeme také ve tvaru Tf o = o f. Oznaéme oV (resp. af) globélni tok ¥ (resp. €).
Ukazeme, Ze 1, £ jsou f-kompatibilni tehdy a jen tehdy, kdyz plati na D;(+) pro kazdé t'°
foa? =asof. (1.5.18)

Uréime teéné vektorové pole podél kiivky t — fa?(t,z). Podle definice a (1.5.16) dostavame pro kazdé
te J(x)

a0 (0a) = T (D) = THTad(e 1) = Tf (00 = TI0Ge)) (1519
kde Tf je uvazovano v bodé o’ (t, z). Podle (1.5.17) plati

d
g/ (tx) = &(fa’(t,2) (1.5.20)

at fa’(t,z) je integralni kiivka vektorového pole £. Z jednozna¢nosti integralnich kiivek vyplyva
fal(t,z) = af(t, f()), coz dava vztah (1.5.18).

Mnozina vektorovych poli na varieté X ma pfirozenou algebraickou strukturu. Ozna¢me C°*° X mno-
zinu hladkych funkci na X spolu s operaci s¢itani a nasobeni funkci; C°° X je komutativni okruh s jednot-
kou, nazyvany okruh hladkych funkci na X. Budte £, ¢ hladké vektorové pole na X, f,g € C*°X funkce.
Klademe

E+0)(z) = &) +9(2),
(1.5.21)
(fOx) = [f(@)&(=),
kde =z € X je libovolny bod. Evidentné
fE+9) =fE+ [0, (f+9€=FE+98 (g€ = (f9)¢. (1.5.22)

107 ¢ € JY(z) N JE(z)
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Mnozina hladkych vektorovych poli na X ma tedy strukturu modulu nad okruhem hladkych funkci C*°X.
Tento modul se nazyva modul vektorovych poli na X.

Uvazujeme-li mnozinu hladkych vektorovych poli na X s operaci séitani a nasobeni realnymi cisly,
dostaneme na této mnoziné strukturu realného vektorového prostoru; v této souvislosti hovorime o vek-
torovém prostoru vektorovych poli na X.

Mé&jme dvé hladké vektorova pole &, ¥ na X. Necht (U, ¢), ¢ = (z¢), je soufadnicovy systém na X
a necht

0 , 0

— ¢t —

§=¢ dxt’ V= Oxt
jsou soufadnicova vyjadieni téchto vektorovych poli vzhledem k (U, ). Na U je definovdno vektorové
pole (£4(997 /0xt) — 94(9€7 /02"))(0/027). Pomoci transformace k libovolnému jinému soufadnicovému
systému lze ukazat, Ze toto vektorové pole je definovano nezavisle na (U, ¢). Existuje tedy pravé jedno
hladké vektorové pole na varieté X, oznacované [£, 9], takové, ze

(1.5.23)

R N AN
[£,ﬁ]—<£ i )— (1.5.24)

oxt ) Oxd

vzhledem k libovolnému soufadnicovému systému (U, ¢), ¢ = (x'). Vektorové pole [¢, ] se nazyva komu-
tator nebo také Lieova zdvorka vektorovych poli &, 9.

Zobrazeni (£,9) — [€, ] je bilinedrni nad polem redlnych ¢&isel. Dale pro libovolnd hladké vektorova
pole &, ¥, A na X plati

€91 = =[0,&, (&0, + [0, [\ €]+ [N [, 9] = 0. (1.5.25)

Druhy z téchto vztaht se nazyva Jacobiho identita.

Mnozina hladkych vektorovych poli na X se strukturou realného vektorového prostoru a s bilinearni
operaci, definovanou komutatorem, je tedy Lieova algebra; nazyvame ji Lieova algebra vektorovych poli
na X.

Budte &, ¥ dvé vektorova pole na X, « globalni tok &, x € X bod. Uvazujme kiivku ¢ — x(t) =
Ta_i(9(as(z))) v TX s poc¢dtkem v bodé J(z). Bud (U, ), ¢ = (x%), libovolny soufadnicovy systém
v bodé x. K¥ivka x ma vzhledem k (TU, Typ) vyjddieni

a'x(t)=a',  @x(t) = Di(al a_p™ ) (pau(x)) - 9 (o (2)), (1.5.26)

kde ¥ jsou slozky ¥ vzhledem k (U, ). K¥ivka y je tedy hladké; viimnéme si, Ze cela lez{ v pevném vekto-
rovém prostoru T, X . Te¢né vektorové pole t — dy/dt je tedy také hladké kiivka, lezici v T, X .VyuZijeme
téchto poznamek ve formulaci a dikazu nésledujiciho tvrzeni.

TEOREM 1.17. Plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Budte &, ¥ vektorovd pole na X, « globdlni tok &. Pak pro libovolny bod x € X
d
[&,9)(z) = d—Ta,t(ﬁ(at(aﬁ))) . (1.5.27)
t t=0
(b) Bud f : X — Y hladké zobrazeni variet, V1, &, a ¥a, & f-kompatibilni vektorovd pole. Pak
vektorova pole [91,92], [€1,&2] jsou f-kompatibilni.

DUKAZ. (a) Vztah (1.5.27) miizeme dokdzat v libovolnych soufadnicich (U, ¢), ¢ = (2), v bodé z. Uva-
zujme rovnice (1.5.26) kiivky x. Vimnéme si, ze plati D;(27 a_1p™ oo™t (¢(z)) = Di(270 1) (p(z)) =
47. Pomoci pravidla pro derivovani slozeného zobrazeni snadno dostaneme

SDia e paule))|  + Dl (@) =0, (1.5.29)
t=0
kde & jsou slozky & vzhledem k (U, ¢). Odtud
iJl“jx = —Di(¢ ) (p()) - 9 (x) + 8] - Dr(®'o ) (p(@)) - ¥ (). (1.5.29)

dt =0
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Vztah (1.5.27) nyni vyplyne pfimo z definice komutétoru.

(b) Chceme ukézat, %e z podminek Tfody =& o f, Tfody =& o f vyplyva T fo ¥, 9] = [€1,&]0 f.
Bud z € X bod, (U, ), ¢ = ("), soutadnicovy systém v bodé z, (V, ), » = (y), soufadnicovy systém
v bodé f(x). Necht 9%, 9% (resp. &, &) jsou slozky 91, 92 (resp. &1, &) vzhledem k (U, o) (resp. (V,1))).
Ozna¢me f* = y¥ fo~1. Podle (1.5.15)

ofF (o9, o9\ 9
Tof([V1,92]) = DT (191 83:3 — Uy 83:1) oy (1.5.30)

kde derivace na pravé strané jsou uvazovany v bodé ¢(z). Ovsem podle predpokladu (0 f*/0zP)08 = ¢F f,
v =1,2, takze ‘
ockort 92 f* 9 ofk 0vs

oyl Ozt 0xidat Y B (1.5.31)
a pro slozky vektoru (1.5.30) dostavame
off [ .ovs  ovl\ ok, ok
Erd (’91 gr  V2gn ) T o T gyt (1.5.32)

kde vyrazy na pravé strané jsou uvazovany v bodé f(z). Vektor T, f([¢1,2](z)) je tedy podle (1.5.24)
totozny s vektorem [£1, &](f ().

1.6. Fibrovany prostor p-forem

Bud E m-rozmérny realny vektorovy prostor. Linedrni zobrazeni n : E — R se nazyva linedrni
forma, nebo také 1-forma na E. Pro p > 1 celé oznaéme EP = E x E X ... x E (p soufinitell) p-tou
kartézskou mocninu vektorového prostoru E. Zobrazeni n : EP — R se nazyva antisymetrickd p-forma na
FE, jsou-li splnény tyto podminky:

(1) Prokazdé i, 1 <i <p,afl,... &1 ¢+l ¢P e E zobrazeni

Eag'_)77(51’"'7£i717£7£i+17"'7£p)6R
je linearni.
(2) Pro libovolné indexy i, j takové, ze 1 < i < j < p, a libovolné vektory &1, ...,&, € E plati

77(51,...,fi,...,fj,...,fp) = —77(51,...,fj,...,fi,...,fp), (161)

kde na levé strané vektor &; (resp. &;) stoji na i-tém (resp. j-tém) misté a na pravé strané vektor &; (resp.
&;) stoji na j-tém (resp. i-tém) misté.

Antisymetricka p-forma se nékdy nazyva také antisymetricky kovariantni p-tenzor na E. Pro zjedno-
duseni budeme hovofit prosté o p-formdch na E, kde p > 1.

Ozna¢me E* mnozinu linedrnich forem na E. Dale polozme A'E* = E* a oznaéme AP E* mnozinu
p-forem na E. Tato mnozina mé pfirozenou strukturu realného vektorového prostoru s operacemi séitani
a nasobeni skaldrem definovanymi vztahy

m+p)(&,-- &) = 06, 86) + p(1s -5 6p),
(an)(gla"'afp) a'n(gla---afp)v (162)
kde n,p € APE*, &1,...,§, € E a a € R. Vektorovy prostor APE*, kde p > 1, se nazyva prostor p-forem

na F.
Kazda p-forma, kde p > m, je nulovd; plati tedy pro p > m, ze APE* = {0}, kde m = dim E.
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Méjme p-formu 7 a g-formu p na E. Pro libovolné vektory &1, ...,&p+q € E klademe
(77 A p)(flv oo afp-i—q p| ! Z 50’(1 .. 7§U(p)) p(gtf(erl)a s 7§U(p+q))7 (163)

kde o : {1,2,...,p+q} — {1,2,...,p+ ¢} je permutace mnoziny {1,2,...,p+ ¢} a sgno = 1 (resp.
sgno = —1), je-li tato permutace suda (resp. lichd). Vztah (1.6.3) definuje (p + ¢)-formu n A p na E,
kterou nazyvame wvnéjsi soucin p-formy n a g-formy p. Déle pro p-formu 7, vektor £ € E a vektory
&1,...,&p—1 € I klademe

(tem) (&1, - &p1) = (& €1, -+, Ep1)- (1.6.4)

Tento vztah definuje (p — 1)-formu i¢n na E, kterou nazgvame vnitini soucin vektoru & a formy 7.

TEOREM 1.18. Plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Zobrazeni APE* x AIE* 3 (n,p) — n A p € APTIE* je bilinedrni. Ddle pro libovolné formy
neAPE* pe AE*, we A"E* plati

nAp=(=1"pAn, (mAp)Aw=nA(pAw). (1.6.5)

(b) Zobrazeni ExAPE* 3 (§,n) — i¢n € APTLE* je bilinedrni a pro kazdé £ € E, n € APE*, p € AE*
plati
ic(MAp)=tenAp+(=1)PnAiep, igien=0. (1.6.6)

DUKkAz. (a) Tvrzeni se provéfuje pfimou aplikaci definice vnéjsiho soucinu forem.
(b) Tvrzeni vyplyva piimo z definic. Dokdzeme vztah (1.6.6). Piepisme (1.6.3) do tvaru

(AP &) = D580 1) 180 ety &) (1.6.7)

kde séitdme pfes vSechny permutace o takové, ze o(1) < ... < o(p), o(p+1) < ... < o(p+ q). Klademe
&1 =& Vyraz (1.6.7) se rozpada na dva séitance podle toho, zda (1) = 1 nebo o(p+ 1) = 1. V prvnim
s¢itanci pfejdeme k sumaci pies permutace 7 mnoziny indext {2, 3,. .., p+q}, definované vztahem 7(2) =
o(2),...,7(p+ q) = o(p + ¢); tento séitanec ma pak podle definice vyjadreni (ien A p)(§2,. .., &pt+q)- Ve
druhém sé¢itanci prejdeme k sumaci pfes permutace 7 mnoziny indexti {2, 3, ..., p+q}, definované vztahem
72)=0(1),....,7(p+ 1) =0(p),7(p+2) =a(p+2),...,7(p+q) = o(p+q). Pak 0({1,2,...,p+¢}) =
{r(2),...,7(p+ 1), 1,7(p + 2),...,7(p + q)}, takze sgn(c) = (—1)P sgn(r) a druhy s¢itanec dostava
vyjadieni (—1)P (n Aigp)(&a, - .. Eptq)- Vztah (1.6.6) nyni vyplyva z (1.6.4).

Pfejdeme nyni k vySetfovani bazi ve vektorovych prostorech APE* a k urcéeni jejich dimenze. Pfi-
pomenime si nejdiive, jak je dané bazi vektorového prostoru E pfifazena tzv. dudlni baze vektorového
prostoru linearnich forem E*.

Bud (es,...,e,) bize E. Z definice vyplyva, ze kazdy vektor £ € E lze jednozna¢né vyjadrit ve
tvaru linedrni kombinace vektorii e;, t.j. € = &%e;; €%, 1 < i < m, jsou slozky vektoru & vzhledem k bazi
(€1,--.,em). Pro kazdé i je definovdno zobrazeni ¢’ : E — R, piifazujici vektoru ¢ jeho i-tou slozku &%
evidentné e’ € E* a plati

e'(ej) = 5; (1.6.8)

UkéZeme, Ze linearni formy e’ tvoii bazi vektorového prostoru E*. Bud w € E* libovoln4 linearni forma.
Pro kazdé i polozme w(ez) = w;. Pak pro libovolny vektor £ € E, £ = Ele;, plati w(é) = Ew(e;) =
Elw; = wiel(€), t.j. w = w;e’. Kazda linearni forma w se tedy VyJadruJe jako linearni kombinace forem e?.
Predpokladame-li, Ze existuje dvoji vyjadieni w = w;e’ = w;e pak pro kazdy vektor £ € E, £ = ey,
plati (©; —w;)&" = 0, odkud w; = @; pro kazdé i. Vyjadieni w = w;e’ je tedy jediné a m-tice (el, ..., e™) je
béze vektorového prostoru E*. Tato baze se nazyvé baze dudini k bazi (ey, ..., e, ) vektorového prostoru
E. Odsud dostavame dim E* = dim E = m.

TEOREM 1.19. Bud E m-rozmérny vektorovy prostor, (e1,...,ey) bdze E, (et,...,e™) dudini bdze E*.
Necht 1 < p < m. Pak mnoZina vSech p-forem e"* Ne> A...ANe™, 1 <iy <iy <...<ip <m, je bdze

vektorového prostoru APE*. Pro dimenzi tohoto vektorového prostoru plati dim APE* = (’;)
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DUkAz. Bud w € APE* libovolny element, &1,...,€, € E libovolné vektory. NapiSme & = £le;. Pak
w(€i,...,8p) =w(es,, .. e5,)e" (&) ... e (&p), kde jsme vyuzili definici dudlni baze. Z antisymetri¢nosti
w ovSem vyplyva vztah

w5 &) = o ngn W(€o(1)s -+ Ea(p)) (1.6.9)
(soucet pies vechny permutace mnoziny {1,2,...,p}), takze
WLy &p) = Wlesyy--nses,)— ngn e (&) - - - € (Eop))- (1.6.10)
Ukéazeme, ze
SN N (.., E) = ngn Eq)) - €7 (Eop))s (1.6.11)

¢imz bude dokdzéno, Ze formy et A ... A e®r generuji AP E*. JelikoZ podle definice pravé strana (1.6.11)
je rovna determinantul® det(£!) stupné p, kde & = €?(&,), staci dokéazat, Ze leva strana (1.6.11) je rovna
tomuto determinantu. Pro p = 1, 2 je zfejmé toto tvrzeni splnéno; diikkaz jiz nyni snadno ukoné¢ime indukci
s vyuzitim Laplaceovy véty o rozvoji determinantu podle prvniho fadku.

Zbyvé dokazat linedrni nezavislost forem et A. .. Ae®r. Pfedpokladejme, ze pro formu w € AP E* plati

D W€ AL AEP =0 (1.6.12)
(sumace pres posloupnosti {s1,. .., sp}, splitujici podminku s; < ... < s,). Zvolme indexy i1, ..., 1, tak,
ze iy < ...<ip. Pakw(e;,...,e;,) =wi. i, =0, coz jsme chtéli dokazat.

Bud X n-rozmérné varieta, x € X bod. Jelikoz teény prostor T, X ma strukturu n-rozmérného vekto-
rového prostoru, je definovén prostor linearnich forem (T,X)*, ktery budeme oznacovat symbolem T* X
a pro kazdé celé p > 1 je definovan prostor p-forem APT}X. UkéZeme, ze ke kazdému soufadnicovému
systému (U, ¢), ¢ = (), v bodé x € X Ize prifadit jistou bazi vektorového prostoru APT* X . Zavedeme
k tomu nejdfive pojem vnéjsi derivace funkce v bodé x.

Bud f: W — R hladka funkce, definovana na okoli W bodu z, (U, ¢), ¢ = (z*), soufadnicovy systém
v bodé z. Pro kazdy vektor & € T,X, vyjadfeny ve tvaru £ = & (6‘30,;)'%, klademe

df(2)(€) = Di(fo™")(p(x)) €' (1.6.13)

Snadno lze ukédzat pomoci véty o derivaci slozeného zobrazeni, Ze ¢islo na pravé strané je definovino
nezavisle na volbé souradnicového systému (U, ¢). Vznikd linedrni zobrazeni T, X > ¢ — df(z)(¢) € R,
nazyvané vnéjsi derivace funkce f v bodé x. Evidentné df(z) € TEX.

Vezméme za f i-tou soufadnici 2 soufadnicového systému (U, ).

TEOREM 1.20. Plati:

(a) n-tice linedrnich forem (dz!(x),...,da"(x)) tvori bdzi vektorového prostoru T:X, dudlni k bdzi
((a‘;’ ) , ((,ﬁn) ) tecného prostoru T, X.

(b) Mnozma vech p-forem dz®t (z) A ... Ada®r(z), kde 1 < iy < ... < i, < n, tvoi bdzi vektorového
prostoru APTEX .

DUKAZ. (a) Podle (1.6.13) dz’(z)(£) = &' a tvrzeni vyplyvé z definice dudlni baze.
(b) Tvrzeni je pfimym dusledkem Teorému 1.19.

Béze vektorového prostoru APT:X, {dz' (z) A ... Adair(z)}, i1 < ... < ip, se nazfva asociovand se
soufadnicovym systémem (U, ).

Bud (U, ), ¢ = (x'), soufadnicovy systém na X, x € U bod. Z Teorému 1.20 vyplyva, Ze kazda
p-forma w € APT} X ma jediné vyjadfeni ve tvaru

w=Y wi_i,dz" (2) AL Ada(2), (1.6.14)

11, —
1=61,...,8pas=1...,p
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kde w;,..;, € R a scita se pies vSechny rostouct posloupnosti indexti 41, ..., ip. Cisla Wi, ..., S€ nazyvaji
slozky p-formy w vzhledem k béazi vektorového prostoru APT? X, asociované s (U, ), nebo prosté slozky
vzhledem k (U, ).

Nechf 1 < p < n. Klademe APT*X = UAPT;X (sjednoceni pfes vSechny body z € X). Déle pro
w € APT: X klademe 7,(w) = x; vznikd surjektivni zobrazeni 7, : APT*X — X. Bud (U, p), ¢ = (z%),
soufadnicovy systém v bodé z. Klademe

T p(w) = (2" (2), Wi .0, ), (1.6.15)

kde wj,..;, jsou slozky w vzhledem k (U,¢). Zobrazeni T*¢ je bijekce mnoziny 7,'(U) = APT*U na
otevienou mnozinu ¢(U) x RY v R x RV, kde N = (Z) (Teorém 1.19). Necht (V,v), ¥ = (y%), je
dalsi soufadnicovy systém na X takovy, ze U NV # (. Pak je definovano zobrazeni T*i(T*p)~! :
o(UNV)xRY (U NV)xRY aplati

T (T ) (2" wiy.i,) = (1, Bjr..5,) = (47, Dy (@) ((2)) ... Dy, (a9 ) (9 (2) wiy .z, ),

(1.6.16)
kde @j, .. j, jsou slozky w vzhledem k (V,1)). Zobrazeni T*¢)(T*¢)~! mé tedy rovnice
yj = yj(xlw"vxn)y
_ ox't  Oz'»
Wiy .jp = oy Oye Wiy ...y, (1.6.17)

a je evidentné isomorfismus.

TEOREM 1.21. Bud X n-rozmérnd varieta. Na mnoziné APT*X existuje jedind (n+ N)-rozmérnd hladkd
struktura, kde N = (Z), takovd, Ze pro kazdy soutadnicovy systém (U, ) na X je (APT*U, T*p) sourad-
nicovy systém na APT*X.

DUKAzZ. Dtkaz je zaloZen na vyuziti Teorému 1.9 a provadi se v plné analogii s dikazem Teorému 1.12.

DUSLEDEK 1. Uvazujme mnoZinu APT*X s vyse definovanou hladkou strukturou. Pak zobrazeni T, :
APT*X — X je hladké.

DUKAzZ. Tvrzeni vypljva ze soufadnicového vyjadfeni zobrazeni 7,,.

Varietu APT*X spolu s vektorovou strukturou na mnozinadch APT?X a s hladkym zobrazenim T,
nazyvame fibrovany prostor p-forem variety X. Zobrazeni 7, nazyviame kanonickd projekce fibrovaného
prostoru p-forem APT*X.

1.7. Diferencialni formy

Bud X n-rozmérné varieta, p > 1 celé ¢éislo, APT*X fibrovany prostor p-forem variety X, 7, :
APT*X — X kanonickd projekce. Zobrazeni n : V. — APT*X | kde V C X je oteviend mnozina, takové,
ze plati

Tp o n = idy, (1.7.1)

se nazyva diferencidlni p-forma na V. Diferencidlni p-forma na X se nazyva globdlné definovand. Dife-
rencidlni 1-formu nazyvame také linedrni diferencidalni forma.

K tomu, aby zobrazeni n : V' — APT*X byla diferencidlni p-forma je nutné a staci, aby obraz n(z)
kazdého bodu x € V lezel v mnoziné APT? X.

Funkci f : V' — R nazyvame také diferencidlni 0-forma.

Mnozina diferencidlnich p-forem, kde p > 0, definovanjch na V', ma prirozenou strukturu modulu nad
okruhem funkci; soucet 1+ p diferencidlni p-formy 7 a diferencidlni g-formy p a ndsobek a-n diferencilni
p-formy 7 skaldrem a € R je definovan vztahem

n+p)(x) = nx)+p(z),
(a-n)(z) = a-n(=), (1.7.2)
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kde z € V.

Na diferencialni formy se pfirozenym zpusobem prenasi algebraické operace vnéjsiho a vnitiniho sou-
¢inu, definované pro formy na vektorovych prostorech. Bud 7 diferenciélni p-forma na oteviené mnoziné
V C X, p diferencidlni g-forma na V a £ vektorové pole na V. Predpokladejme, ze p > 0, ¢ > 1. Klademe
pro kazdé z € V
(@) = nlz)Ap(x),

(r) = dg@p(). (1.7.3)
Timto vztahem je definovana diferencidlni (p + ¢)-forma n A p na V (resp. diferencidlni (¢ — 1)-forma
iep na V'), nazgvana vnéjsi soucin diferencialni p-formy n a diferencidlni g-formy p (resp. vnitini soucin
vektorového pole £ a diferencidlni ¢-formy p). Pro diferenciélni 0-formu 7 = f piSeme také f A p = fp.
TEOREM 1.22. Plati:

(a) Budte n,p diferencidlni p-formy, w diferencidlni q-forma a v diferenciding r-forma na otevrené
mnozine V. C X, budte f,g funkce na V. Pak plati vztahy:'?

(mAp

)
(iep)

(fntgp)hw = (fn) Aw+(g9p) Aw,
nAhw = (=1)wAn, (1.7.4)
mMAwW)AY = npA(wAV).

(b) Budte n, p diferencidlni p-formy, w diferencialni g-forma na V., f,g funkce na V, &, ¢ vektorovd
pole na V. Predpokladejme, Ze p,q > 1. Pak plati vztahy:

i(ferge)n = fien+gicn,
ic(fn+gp) = fien+ gicp, (1.7.5)
ie(nAw) = dgnAw+ (=1)PnAdew.

DUKAzZ. Tvrzeni vyplyva z definic a z Teorému 1.18.

Bud 7 diferenciélni p-forma definovana na oteviené mnoziné V C X, (U, ), ¢ = (2'), souradnicovy
systém na X takovy, ze U C V. Pro kazdé = € U ma vektor n(x) € APT: X jediné vyjadieni ve tvaru

(@) =D iy, (@)(de™) (@) A4 (de”) (), (1.7.6)

(sumace pies rostouci posloupnosti (i1, ...,ip)), kde 1., () jsou slozky p-formy n(x) € APT;X vzhle-
dem k (U, ¢). Pro kazdé i dz* je linedrni diferencidlni forma na U; s pouZitim definice vnéjsiho soucinu
diferencialnich forem tedy dostavame pro zazeni diferencialni p-formy n na U vyjadreni

nzzml__ipda:“ Y (1.7.7)

(sumace pfes rostouci posloupnosti (i1, ...,7,)). Vyraz na pravé strané je diferencialni p-forma na U
nazyvana souradnicové vyjddreni n vzhledem k soufadnicovému systému (U, ¢); funkce n;,..5, : U — R
se nazyvaji slozky n vzhledem k (U, p).

Formuli (1.7.7) 1ze pfepsat v jiném tvaru, kde se s¢itd pfes vSechny posloupnosti indext (i1, ...,%p),
ne pouze pres posloupnosti rostouci. K tomu klademe pro libovolnou permutaci ¢ mnoziny {1,2,...,p}
Mgy sesio(p)y — sgn(o) MNiy .. iy (1.7.8)

ani,..i, = 0, jsou-li alesponi dva z indexti stejné. Témito vztahy je systém funkci {Uil...ip}» 1 <41 <ig <
... < ip < n, dodefinovdn v systém {771'1...711)}7 1 <iq,...,1, < n, antisymetricky ve vSech indexech. Nyni
je ziejmé, ze n lze vyjadrit ve tvaru

1 A .
n= Emlmipdx“ AL ANda'r, (1.7.9)

120dtud rovnéz vyplyva vztah (fn) Aw =n A (fw).
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kde se séita pres vSechny hodnoty indext. Tuto formuli budeme Casto pouZivat bez explicitniho uvadéni
predpokladu, Ze slozky 7;,. s, jsou antisymetrické.
Uvazujme diferencidlni p-formu n (1.7.9), diferencidlni ¢-formu w a vektorové pole £ na V. Necht
vzhledem k (U, ¢)
1

W= —w;
j
q!

0
oxt’

dz?* AL Adade, =€ (1.7.10)

1---Jq

Pak podle definice
1 ) . . .
NAw = ﬁml...ipwjl...jqu“ Adz'» Adx?t AL A dade. (1.7.11)
pq:

K vyrazu typu (1.7.7), kde se s¢itd pfes rostouci posloupnosti indext, bychom pfesli antisymetrizaci
koeficientii a jejich vyndsobenim koeficientem (p + ¢)!. Dale z definice dostavame igda’ = ¢ a s vyuzitim
Teorému 1.22.

ien = ENiky. ky dz AL Adatrr, (1.7.12)

kde se séit4 pfes rostouci posloupnosti (k,...,kp—1) a pfes index i od 1 do n.

Bud ® : X — Y zobrazeni n-rozmérné variety X do m-rozmérné variety Y, bud p diferencidlni
p-forma na Y. Predpokladejme, ze zobrazeni ¢ je hladké. Pro kazdé x € X a libovolné tecné vektory
&1,...,&p € T X klademe

(@) (@)(E1, - -5 &p) = p(2(2))(T2®(&1), - -, T2®(&p))- (1.7.13)

Snadno je vidét, ze (®*p)(x) je prvek prostoru APT: X t.j. p-forma na T, X. Vztah (1.7.13) tedy definuje
diferencialni p-formu na X, kterou nazyvame inverzni obraz diferencidlni p-formy p vzhledem k zobrazeni
(13.13

Odvodime soufadnicové vyjadieni diferencialni p-formy ®*p. Bud (U, ), ¢ = (z%), soutadnicovy
systém na X, (V, ), ¥ = (y?), soufadnicovy systém na Y a predpoklddejme, ze ®(U) C V. Necht

1
p= —'pm___(,pdy”1 AL Ady°r (1.7.14)
p!

je souradnicové vyjadieni p vzhledem k (V, ). Necht v € X a&y,...,§, € T, X. Ma-li vektor £, vyjadieni
& = £1(0/02"),, pak vektor T,®(¢;) mé vyjadieni

Oy P! (0
Ta® (&) = (7 ) &k <—U) : (1.7.15)
0z /o) \OY ) gz
Plati tedy
. 1 Wrdp~t oyrdet

(dy A ... Ady?)(B(z)) <<%>M) o (%)M) :

kde derivace na pravé strané jsou uvazovany v bodé ¢(z). Vzhledem k antisymetri¢nosti po,. .o, lze
v tomto vyrazu soucinitel u p,, ..., nahradit neantisymetrickym vyrazem 5311 ... 555 . Dosadime-li jesté
&, = da'(x)(&k) a vypustime proménnou x, dostaneme

B 8:!]”1(1’(,0_1 8y”p(1)(p_1

® P Oxi1 e Oxir

Py ®) - dz? A A da?? (1.7.17)

(sumace pfes vSechny hodnoty indext v4, . .., v, a pfes rostouci posloupnosti (j1,. .., jp)), coz je hledané
soufadnicové vyjadieni.

Diferencialni p-forma n : V. — APT*X se nazjva spojitd (resp. hladkd), je-li zobrazeni 7 spojité (resp.
hladké). Soufadnicové vyjadieni 7 vzhledem k soufadnicovému systému (U, ) a s nim asociovanému

13Nebo také pull-back p vzhledem k ®.
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soufadnicovému systému (APT*U, T*¢) je zobrazeni (%) — (z,n;,..;,(x%)), kde 7;,..;, jsou slozky 7
vzhledem k (U, ¢); diferencidlni p-forma 7 je tedy spojitd (resp. hladka) tehdy a jen tehdy, kdyz jeji
slozky jsou spojité (resp. diferencovatelné t¥idy C'°).

JelikoZ spojitost (resp. hladkost) se provéfuje pomoci vyjadreni diferencidlni formy vzhledem k né-
jakému soufadnicovému systému, primym nahlédnutim vidime, Ze nasledujici diferencialni formy jsou
spojité (resp. hladké): soucet dvou spojitych (resp. hladkych) p-forem, vnéjsi soudin spojitych (resp. hlad-
kych) diferencidlnich forem, vnitini sou¢in spojitého (resp. hladkého) vektorového pole a spojité (resp.
hladké) diferencialni formy, pull-back spojité (resp. hladké) diferencidlni formy vzhledem k hladkému
zobrazeni.

Vsude az do konce tohoto odstavce se budeme zabyvat hladkymi diferencidlnimi formami.

Bud V C X oteviend mnozina. Ozna¢me QP(V), p > 0, mnozinu hladkych diferencidlnich p-forem
definovanych na V; pro p = 0 piseme také Q°(V) = C°°(V). Mnozina C*°(V) mé pfirozenou struk-
turu komutativniho okruhu s jednotkou, definovanou operacemi s¢itani a nasobeni funkci. Mnozinu QP (V)
budeme uvazovat s prirozenou algebraickou strukturou definovanou operacemi s¢itani hladkych diferen-
cidlnich p-forem a nasobeni hladkou funkci C*(V) x QP(V) > (f,n) — fn € QP(V). Pro libovolné
frge C=(V), n,p e QP(V) plati

ftn+p) = fn+fp,
flgn) = (fg)n, (1.7.18)
(f+gn = fn+agn

Uvazovand algebraicka struktura je tedy struktura modulu nad okruhem C>°(V'). Mnozinu QP(V) s touto
strukturou nazyvame modul hladkych diferencidlnich p-forem na V.

TEOREM 1.23. Plati:
(a) Budte ®: X =Y, ¥ :Y — Z hladkd zobrazeni variet, n hladkd diferencidlni p-forma na Z. Pak

(D) = & Ty, (1.7.19)

(b) Bud ® : X — 'Y hladké zobrazeni variet, n, p diferencidlni p-formy na'Y, w diferencidlni q-forma
naY, p,q >0 celd ¢isla. Pak plati

*(n+ p) ®*n + @7p,
(1.7.20)

P (wAp) = DPwADp.

DUKAz. (a) Rovnost (1.7.19) je tfeba dokédzat v kazdém bodé =z € X. Pouzijeme k tomu soufadnicové
vyjadieni (1.7.17) inverzniho obrazu. Bud (U, ¢), ¢ = (x), (resp. (V, ), ¥ = (y°), resp. (W, x), x = (*))
soufadnicovy systém na X (resp. Y, resp. Z). Pfedpokladejme, ze ®(U) C V, ¥(V) C W. Pak tvrzeni
ihned vyplyne z pravidla pro derivaci slozené funkce

02" U Pt _ 02V~ gy P!
Ozl oy oxd

(1.7.21)

(b) Vztahy (1.7.20) vyplyvaji pfimo z definice.

Zavedeme nyni pojem vnéjsi derivace hladké diferencialni formy.

Bud V C X oteviend mnozina, f : V — R hladkd funkce (0-forma), df(z) vnéjsi derivace funkce f
v bodé z € V (1.6.13). Korespondence V > z +— df(z) € A'T*X = T*X je ziejmé linedrni diferencialni
forma na V', kterou oznacujeme df a nazyvame vnéjsi derivace funkce f.

Je-li (U, ), p = (z*), soufadnicovy systém na X takovy, ze U C V, pak na U

_ of
T Qat

df da’, (1.7.22)
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kde pro zjednoduseni 0 f/0z oznacuje derivaci O(fp~1)/0x". Toto vyjadieni dostaneme piimo z (1.6.13)
s vyuzitim identity ¢ = da?(z) - €. Jelikoz slozky Of /02" jsou diferencovatelné funkce tiidy C°°, vnéjsi
derivace hladké funkce je hladké linedrni diferencialni forma, t.j. element Q! (V).

Pro libovolné dvé hladké funkce f,g: V — R evidentné plati

d(fg) = fdg + gdf. (1.7.23)
Daéle z (1.7.22) vyplyva, ze pro libovolny dalsi soufadnicovy systém (U, ), ¢ = (z'), U C V plati

0z ~da?. (1.7.24)

dz' = D

Bud nyni w hladké diferencialni p-forma na V, t.j. element prostoru QP(V). Necht (U, ¢), (U, @) jsou
vyse zavedené souradnicové systémy. w lze vyjadrit ve tvaru
w = ijlmjpdle VAN dxjp,
(1.7.25)
w = Zwil,,,ipdzil A ... Adzt

(sumace pfes rostouci posloupnosti). Odtud s vyuzitim (1.7.24) snadno dostaneme transformacni vztah

pro slozky w
oIt Oxir

Wiy..ip = Do D Wiy (1.7.26)
(sumace pfes vSechny hodnoty indexi ji, ..., jp).
Transformacni vztah pro slozky formy w vyuzijeme v nasledujici konstrukci. Klademe
wy = Zdwj1...jp Adadt AL A dade (1.7.27)

(sumace pies rostouci posloupnosti), kde dwj, .., je vnéjsi derivace funkce wj, .. j,. Timto vztahem je
definovana hladka diferencidlni (p + 1)-forma wy; na U. Soufadnicovy systém (U, o) takovy, ze U C V,
lze ovSem volit libovolné. Ukazeme, Ze pro libovolné dva soufadnicové systémy (U, ¢), (U, @) plati

Wy = wg (1.7.28)
na U NU. Vngjsi derivaci funkce (1.7.26) dostaneme
i, i, =wj,.j, - d (Zfi gi]> ggi g“;fj Wi - (1.7.29)
Dosazenim tohoto vyrazu do wy; a vyuzitim (1.7.24) a identit
0227 ;
S 9 A dz* =0 (1.7.30)

snadno odvodime (1.7.28). Formy wy;, wb tedy na priniku svych defini¢nich obort splyvaji. Znamena to,
Ze existuje jedind hladka diferencidlni (p 4+ 1)-forma dw na V' takové, Ze pro kazdy soufadnicovy systém
(U,9), ¢ = (2), na X, kde U C V, plati

dw:Zdwjl,,,jp Adz?t AL A dadr. (1.7.31)

Tuto hladkou diferencidlni (p + 1)-formu nazyvame vnéjsi derivace hladké diferencidlni p-formy w.
Shrneme zakladni vlastnosti vnéjsi derivace.

TEOREM 1.24. Plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Pro libovolné n,p € QP(V) a a,b € R

d(an+bp) =a-dn+b-dp. (1.7.32)
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(b) Pro kazdé w € QP(V)
d(dw) = 0. (1.7.33)

(c) Pro libovolné n € (V) aw € QI(V)
dnAw)=dnAw+ (—1)’n A dw. (1.7.34)
(d) Pro libovolnou otevienou mnozinu W CV an e QP(V)

d(nlw) = dnlw. (1.7.35)

DUkAz. (a) Tvrzeni se dokazuje v kazdém bodé a je pfimym disledkem definice vnéjsi derivace.
(b) Pro p =0 aw = f dostaneme z definice

d(df) =d (ﬁ) Adzt = '

e DI O dz/ Adz' = 0. (1.7.36)

Necht p > 0. Uvazujme diferencialni formu w (1.7.25) a jeji vnéjsi derivaci (1.7.31). Soufadnicové vyjad-
feni diferencialni formy dw lze prepsat ve tvaru

1 awig...izH,l 8wi1i3...ip+1 i1...1 7 ]
— oo (F1)P—=—"2 | da" AL A datrr. 1.7.37
i ( Pty ! ’ (73n

Oz Oz
Na zakladé stejné argumentace jako v pfipadé funkce f odtud jiz p¥imo dostavame (1.7.33).
(c) Vztah (1.7.34) dostaneme pfimym vypocétem z (1.7.11).
(d) Tvrzeni vyplyva pfimo z definice vnéjsi derivace.

dw =

TEOREM 1.25. Bud ® : X — Y hladké zobrazend variet, W C Y oteviend mnoZina an hladkd diferenciding
p-forma na W. Pak
d*dn = dd*n. (1.7.38)

DUKAZ. Je tieba dokézat, Ze rovnost (1.7.38) plati v kazdém bodé oteviené mnoziny ®~1(W) C X. Bud
x € X bod takovy, ze ®(x) € W, (U, @), ¢ = (a?), (resp. (V, 1), ¥ = (y°)) soufadnicovy systém v bodé
x (resp. ®(z)) a predpokladejme, ze ®(U) CV C W.

Ukézeme nejdiive, ze tvrzeni plati pro diferencidlni 0-formu n = f. Bud £ € T, X libovolny vektor,
¢ = £90/02%), jeho vyjadieni vzhledem k (U, ). Vektor T,®(¢) lze vyjadiit vzhledem k (V1)) podle
(1.7.15). S vyuzitim definice ®* a vnéjsi derivace funkce dostavame po jednoduchém vypoctu

6 )., (F5).
3y” o(z) 8:,37' o(z)

~1
@ nee = (Yg) e

(@*df)(z)(€)

(1.7.39)

Véta o derivaci slozeného zobrazeni, aplikovana na zobrazeni 2’ +— fi~1p®p~1(2’), jiz vede k rovnosti
¢isel na pravé strané. Vztah (1.7.38) tedy plati pro funkce.

Ukéazeme, ze plati-li (1.7.38) pro diferenciélni (p — 1)-formy, kde p > 1, pak plati také pro diferencidlni
p-formy. Napisme diferencidlni p-formu 1 na W ve tvaru n = n, A dy?, kde 7, jsou néjaké diferencialni
(p — 1)-formy na W. Pak s vyuZitim Teorému 1.23, indukéniho piedpokladu a Teorému 1.24, (b), (c),
dostaneme

d*dn = @*dn, AP dy” = dd*n, A ®*dy” = d(®*n, A D dy?) — (—1)P 1D, A dP*dy° =
(1.7.40)
= d®*(n, Ady?) =dd*n,
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coz jsme chtéli dokazat.

Hladka diferencidlni p-forma n € QP(V) se nazyvad uzaviend, plati-li dn = 0; n se nazyva exaktni,
existuje-li hladkd diferencialni (p — 1)-forma p € QP~1(V) tak, Ze dp = 7. Kazda exaktni diferencialni
p-forma je uzaviena (Teorém 1.24, (b)). Obracené tvrzeni obecné neplati. Nasledujici tvrzeni (tzv. Poin-
caréovo lemma) se zabyvé otdzkou TeSitelnosti rovnice n = dp vzhledem k p pro specidlné volené definiéni
obory V.

TEOREM 1.26. Necht p > 1, necht n € QP(V), kde V.C R™ je okoli pocdtku 0 takové, Ze pro kaidé x € V
usecka spojujici 0 a x lezi ve V. Predpokladejme, Ze diferencidlni p-forma n je uzavrend. Pak existuje
hladkd diferencidlni (p — 1)-forma p € QP~Y(V) tak, Ze n = dp.

DUKAZ. Ozna¢me J multiindex (j1,...,Jp), kde 1 < j; < ... <j, <n, K multiindex (k1,...,kp—1), kde
1<k <...<k,—1 <n, apolozme

de? =da? AL Adadr) da® =daf AL A dabe (1.7.41)
7 ma jediné vyjadieni

n=> ayda’. (1.7.42)
J

Oznaéme x : (0,1) x V — V zobrazeni (¢, z) — t - z; x je diferencovatelné a plati x*n = n1 + dt A ng, kde
m € QP(I x V), mo € WP~YI x V), I =(0,1), an,n0 neobsahuji dt. 1 a 1o maji tedy vyjadieni

= Zdex‘], N = ZchxK, (1.7.43)
J K

kde by,ckx : I x V — R jsou diferencovatelné funkce. Pro kazdé x funkce ¢ — ck (t,z) je zZeni spojité
funkce, definované na intervalu [0, 1]; existuje tedy integral fol ¢k (t,z)dt a klademe

() = ; ( /0 exlt x)dt) 2. (1.7.44)

Urcime I(dn). Dostavame s vyuzitim Teorému 1.25.

ab‘], dz® A da” 4 dt A 96y dz’ — 8C—K dz® Ada® ). (1.7.45)
ox? > ot = O’

Xidp=dx'n=">_
J
Ze vztahu y*dz’ = z'dt + tdz® a z definice 1; ovSem vyplyva, Ze b; obsahuje faktor ¢7; odtud

/1 8bJ(t,x) dt = bJ(l,Z‘) . bJ(O,Z‘) _ bJ(l,J?) _ aJ(x) (1746)
ST

a s vyuzitim véty o derivaci integralu podle parametru

I(dn) = Z(/01%&%13@"—2(/;%dt)dxmdﬂ:

J K
(1.7.47)

3 [ erc(t,x)dt .
= n—Z—fO e dz® Ada® = —dI(n).
K

Nyni z pfedpokladu dn = 0 vyplyva I(dn) = 0 a tedy n = dp, kde p = I(n).
DUSLEDEK. Bud X hladkd n-rozmérnd varieta, n hladkd diferencidlni p-forma na oteviené mnoZiné V C

X. Predpoklidejme, Ze n je uzaviend. Pak ke kaZdému bodu x € V existuje okoli U bodu x a hladkd
diferencidlni (p — 1)-forma p definovand na U tak, Ze n|y = dp.
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DUkAz. Bud z € X bod, bud (U,¢) takovy soufadnicovy systém na X v bodé z, Ze ¢p(x) = 0
a p(U) C R™ je oteviend koule. S oznadenim z ditkazu Teorému 1.26 klademe p = ¢*I((¢~1)*n). Pak
dp = *dI((¢~)*n) = ¢*((¢~)*n — I(d(¢~")*n)) = nlv, coz jsme chteli dokézat.

Uvazujme hladkou diferencidlni p-formu 7 a hladké vektorové pole £ na X. Necht (o), t € R, je lokalni
jednoparametrickd grupa vektorového pole £. Bud z € X libovolny bod. Existuje okoli U bodu x a & > 0
tak, Ze oy je definované na U pro kazdé t € (—e, ) (Teorém 1.16, Diisledek 2). Je tedy definovan inverzni
obraz ajn diferencidlni p-formy 7 a piedstavuje hladkou diferencidlni p-formu na U. Vznik4 hladka'*
kiivka (—¢g,¢) 2 t — (afn)(xz) € APT:X ve vektorovém prostoru APT:X takovd, ze (afn)(z) = n(x).
Derivace této kiivky v bodé ¢t = 0 je tedy opét element vektorového prostoru APT; X. Klademe

d *
= &(at n)(x) . (1.7.48)

(O¢n) ()
Zobrazeni x — (0¢n)(z) je hladka diferencialni p-forma na X, nazyvana Lieova derivace n podél vekto-
rového pole &.
Snadno lze ziskat soufadnicové vyjadieni Lieovy derivace. Bud (U, ¢), ¢ = (x'), soufadnicovy systém
na X, n;,..i, (vesp. £') slozky n (resp. £) vzhledem k (U, ¢) (porov. (1.7.10)). Pak

. : Ox'r oyt j j
afn = p Dt T g (Miy.ipe) - da?t AL A da??. (1.7.49)

Tento vyraz definuje (prostiednictvim koeficient) soufadnicové vyjadreni kiivky ¢ — afn(z) pro kazdé
x € U. Podle véty o zaménnosti parcidlnich derivaci

d 0z'arp™ 0 da'oyp!  OE°
TR Rl e A T BT (1.7.50)
Odsud uz snadno dostaneme vyjadieni
1 3§k 8777 Ldp i i
o)) = & (p2in s, + P ) a (L.750)

Vyraz na pravé strané lze ovSem déle upravovat; slozky diferencidlni p-formy 0:n dostaneme antisymet-
rizaci koeficienti.

TEOREM 1.27. Plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Budte p,q > 0. Pak pro libovolné n,p € QP(X), w € Q4(X), a,b € R a libovolnd hladkd vektorovd
pole £,( na X

Ogn = igdn + dign, (1.7.52)
Oc(an+bp) = alen+ boep, (1.7.53)
Dag+bcn = aden + bI¢n, (1.7.54)
Oedn = dogn, (1.7.55)
Oe(mAw) = IenAw+nAodew, (1.7.56)
ieqn = Ogicn — icen, (1.7.57)
Oeqn = Ocbcn — OcOen. (1.7.58)

(b) Bud ® : X — Y hladké zobrazeni variet, £ (resp. () hladké vektorové pole na X (resp. Y ).
Predpoklddejme, zZe & a C jsou ®-kompatibilni. Bud n hladkd diferencidini p-forma na'Y. Pak

@*8477 = 85‘I>*r]. (1759)

14Viz. soufadnicové vyjadieni inverzniho obrazu diferencialni formy.
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DUkAz. 1. Ur¢ime vyjadieni diferencidlni formy icdn + dign vzhledem k soufadnicovému systému (U, ¢),
¢ = (x%). Necht 7 ma vyjadieni (1.7.9) a nechf £ = £1(0/0x%) vzhledem k (U, ¢). Pak i¢n ma vyjadieni
(1.7.12) a dn mé vyjadfeni (1.7.31). P¥imym vypoctem dostédvame

‘ . 1 ok 187771 1p ; .
dZ£n+Z§d77 = <m%ﬂki2,,,ir) +p' f dz"* AL Adz' +
1 kamﬂz i )
’ dz® AL Ada’ — 1.7.60
— 1 877“ Tty gk A (€0dat AL Adatr — L4 (1P g da® AL Adaiet)
o ok

a porovnanim s (1.7.51) vidime, Ze stac¢i dokdzat rovnost nule poslednich dvou sé¢itanct; tuto rovnost
ovSem snadno vyvodime z antisymetrie vyrazu amlmip / O0z* v indexech i1, . .. ) ip-

2. Vztahy (1.7.53)—(1.7.56) vyplyvaji z (1.7.52) a z elementarnich vlastnosti operaci s hladkymi dife-
rencidlnimi formami.

3. Dokézeme (1.7.57). Ozna¢me () lokalni jednoparametrickou grupu vektorového pole &, zvolme
bod z € X a vektory &1,...,&—1 € T, X. Podle definice

datZCn( )iy &p-1)| (1.7.61)

Oeicn(@) 1, &) = —
t=0

Pro derivovany vyraz ovsem dostaneme

ayien(@) (&, €p—1) = ayn(@)(Ta—t ((ae(x))), &1, - - -, Ep—1)- (1.7.62)

Derivovanim tohoto vyrazu podle ¢ a vyuzitim Teorému 1.17 dostaneme

d
Ocicn(x) (&, ... 6p—1) = Eafﬂ(x) (€ &y &p) Fm(x)([€,¢], 61y Epm)- (1.7.63)
t=0

Odsud uz pfimo vyplyva (1.7.57).
4. Vztah (1.7.58) vyplyva piimo z (1.7.52), (1.7.57) a (1.7.55).
5. Zbyva dokazat (b). VSimnéme si, Zze pro libovolnou p-formu p na Y plati

(I)*i<p = i&‘ib*p. (1764)
Z (1.7.52), (1.7.64) a (1.7.38) dostavame
O 0cn = i@ dn + d®%icn = ied®*n + dig @ n = 0: D", (1.7.65)

coz jsme chtéli dokazat.

1.8. Integrovani forem na kompaktnich mnozinach

Bud X n-rozmérné varieta. Rekneme, Ze dva soufadnicové systémy (U, »), (V, 1) na X jsou sou-
hlasné orientované, jestlize det Dy~ > 0 na (U NV). Rekneme, Ze varieta X je orientovatelnd, jestlize
na X existuje atlas, jehoz kazdé dva souradnicové systémy jsou souhlasné orientované. Maximalni atlas,
jehoz kazdé dva soufadnicové systémy jsou souhlasné orientované, se nazyva orientace variety X.

TEOREM 1.28. n-rozmérnd varieta X je orientovatelnd tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje hladkd diferenci-
alni n-forma w € Q" (X) takovd, Ze w(zx) # 0.

DUKAz. Predpoklddejme, 7ze X Je orientovatelnd. Pak na X existuje spocetny atlas tvoreny soufadnico-
vymi systémy (Ug, or), or = (2}), k = 1,2,..., takovy, Ze pro kazdé ¢,; det Dyiy; 1> 0 (Teorém 1.6).
Pro kazdé k klademe wy, = dzj A ... A dzf. Bud (xk), k =1,2,..., rozklad Jednotky na X, asociovany
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s pokrytim (Uy) (Teorém 1.10). Z vlastnosti funkci yj vyplyva, Ze je korektné definovéna diferencialni
n-forma

k=1

Bud z € X libovolny bod, (U, ¢), ¢ = (z*), soutadnicovy systém na X takovy, Ze pouze koneény pocet
funkei xi je na U riznych od funkce nulové. Na U tedy plati

W= (ZXkdetDapkgo_l> dzt AL A da™. (1.8.2)
k=1

Pat¥i-li (U, ¢) dané orientaci X, musi platit > x det ¢rp~! > 0 na U; jelikoz w je hladka na U, spliiuje
vSechny pozadované podminky.
Méjme diferencialni n-formu w € Q" (X) takovou, ze w(z) # 0 pro kazdé x. Pfedpokladejme, Ze w je
hladkd. Necht
w=f,-dzt AL Ad2" (1.8.3)

je vyjadieni w vzhledem k soufadnicovému systému (U, ¢), ¢ = (z'), na X. Podle ptedpokladu f, je
hladké funkce na U takové, ze bud f, > 0 nebo f, < 0. Uvazujme dalsi soufadnicovy systém (V,)
a predpoklddejme, ze f,, fy, > 0. JelikoZna U NV

fy = (det Do) - fo, (1.8.4)
musi platit det Diyo~! > 0 na (U NV). Stadi tedy provétit, Ze soutfadnicové systémy (U, ¢), pro které
[, > 0, tvoii atlas na X . K tomu si oviem sta¢i uvédomit, ze plati-li pro dané (U, ), ¢ = (2!, 22,...,2"),

[ <0, pak pro soufadnicovy systém (U, 1), ¢ = (—z',2%,...,a"), jiz plati fy > 0.

DUSLEDEK. Je-li souvisld varieta orientovatelnd, pak existuji prdvé dvé jeji orientace.

DUKAZ. Zvolme na souvislé orientovatelné varieté X vSude rtiznou od nuly hladkou diferencidlni formu
w € Q"(X). Oznaéme Or} X (resp. Or; X ) systém vsech soutadnicovych systémi (U, ¢) na X takovych,
ze f, > 0 (resp. f, < 0), kde f, je definovédno vztahem (1.8.3). Sjednoceni Or} X U Or; X obsahuje
viechny soufadnicové systémy na X a Or} X N Or; X = 0. Or} X a Or; X jsou dvé rtzné orientace X
a zadné dalsi jiz neexistuje.

Hladk4 diferencialni n-forma w € Q"(X), kde n = dim X, v kazdém bodé rtizna od nulové formy, se
nazyva objemovy element na X. Teorém 1.28 lze tedy preformulovat tak, ze hladka varieta je orientova-
telnd tehdy a jen tehdy, jestlize na ni existuje globalné definovany objemovy element. VSimnéme si, ze
objemovy element neni definovan (danou orientaci X) jednoznaé¢né.

Bud w objemovy element na X. Soufadnicovy systém (U, ) se nazyva pozitivni vzhledem k w, jestlize
fo > 0. Orientace X, definovand pozitivnimi soufadnicovymi systémy, se nazyva asociovand s objemovym
elementem w.

PRIKLADY. (1) Kazd4 varieta X, kterou lze pokryt jedinym soufadnicovym systémem, je oriento-
vatelnd; kazdy jeji globalni soufadnicovy systém (X, ¢) definuje jeji orientaci jako mnozinu vSech sou-
fadnicovych systémi (V,), pro které det Dypy~! > 0 na X. Tato orientace X se nazyva asociovand
s (X, ¢).

(2) Varieta R" a kazd4 jeji oteviend podmnozina je orientovatelna varieta. Orientace R™, asociovand
s kanonickym globdlnim soufadnicovym systémem (R",id), se nazyva kanonickd.

(3) Existuji neorientovatelné variety; standardnim piikladem je dvojrozmérna neorientovatelna vari-
eta, znama jako Mdbiova pdska.

Zavedeme nyni pojem integrélu spojité diferencidlni n-formy n € Q"(X), kde n = dim X, na kom-
paktni mnoziné  C X; budeme pfitom predpokladat, ze varieta X je orientovatelnd a Ze je dana jeji
orientace; v definici integralu pak budeme pouZivat pouze soufadnicové systémy patfici této orientaci.

Necht OrX je orientace X. Pfedpokladejme zpocatku, ze existuje souradnicovy systém (U, ) € OrX,
o = (z%), tak, ze Q C U. Necht

n=f-de* A... Adaz" (1.8.5)
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je soufadnicové vyjadieni n vzhledem k (U, ). Klademe

[n=] 1o (1.8.6)
Q ()

kde na pravé strané vystupuje integral spojité funkce, definované na kompaktni mnoziné p(2) c R™. Cislo
fg 7 je definovano korektné, t.j. nezavisle na volbé (U, ¢) € OrX. Skuteéné, zvolime-li dalsi soufadnicovy
systém (V) € OrX, 1 = (y9), tak, ze Q C V a vyjadiime-li 5 ve tvaru n = g -dy' A ... Ady™, bude na
UNV D Qplatit g = (det Dypp~L o) - f a podle véty o transformaci integra¢niho oboru dostaneme

[ o= @etDig o i) (fetopw = [ fot s
() Yo~ (p(Q)) ()
kde jsme vyuzili piedpoklad det Dyp~! = |det Dypp~t| > 0. Cislo an je tedy definovano korektné;
nazyva se integrdl diferencialni formy 7 na mnoziné 2.
Poznamenavame, ze fﬂr] zavisi na volbé orientace X; pouzijeme-li k jeho definici druhou ze dvou
orientaci X, dostaneme integral, lisici se od integralu [, 7 o znaménko.
Bud nyni @ C X libovolnd kompaktni mnozina. Existuje kone¢na posloupnost (K1, Ks,...,Kn)
kompaktnich mnozin v X takova, ze jsou splnény tyto podminky:
(1) Pro kazdé ¢ mnozZina int K; je neprazdnd a mnoziny int K; tvoii oteviené pokryti 2.
(2) Pro kazdé i existuje souradnicovy systém (U;, ¢;), patfici orientaci 0rX, tak, ze K; C U,.

Snadno lze zkonstruovat takovou posloupnost. Ke kazdému bodu = € X existuje souradnicovy systém
(Uz, pz) tak, ze € U,, a mnozina @, C U, takova, ze € Q a v,(Q.) C vz(Us) je uzavieny kvadr
v R™. MnozZiny int Q, tvori oteviené pokryti  a z kompaktnosti Q vyplyva, Ze z tohoto pokryti lze vybrat
kone¢né podpokryti int Q,, .. .,int Q. ,; klademe K; = Q.

Uvazujme kompaktni mnozinu Q C X a spojitou diferencidlni formu n € Q"(X). Necht (K1,..., Kn)
je libovolnéd posloupnost s vySe uvedenymi vlastnostmi, necht (y;), 1 < i < N, je rozklad jednotky,

asociovany s pokrytim (int K;) mnoziny U int K;. Pro kazdé i K; N Q je kompaktni mnozina (Teorém

1.3, (f)). Klademe
N
= Xi, 1.8.8

kde kazdy z N integral na pravé strané je definovan vztahem (1.8.6). Cislo fQ 7 je definovano korektné,
t.j. nezavisle na vybéru posloupnosti (K71,...,Ky) a rozkladu jednotky (x;). Zvolime-li jinou posloup-
nost (Ji,...,Ju) s vlastnostmi (1), (2) a rozklad jednotky ({;), asociovany s pokrytim (int J;) mnoziny

U int J;, dostaneme

M M N N.M
Gn = / ( Xi) Gn = / XiCjns (1.8.9)
; /JJ'OQ 32:; JinQ 122; 7;1 Qi

kde Q;; = K;NJ;NQ; stejnym zplisobem lze vyjadrit i vyraz na pravé strané (1.8.8). Cislo fQ 7) se nazyva
integradl spojité diferencidlni n-formy 7 na kompaktni mnoziné Q2 C X.

Je-li varieta X kompaktni, mizeme v (1.8.8) vzit @ = X.

Uvedeme nékteré elementarni vlastnosti integralu. Nosicem diferencidlni formy 7 budeme nazyvat
uzévér mnoziny {x € X | n(z) # 0}; nosi¢ diferencidlni formy 7 je ozna¢ovan symbolem supp 7.

TEOREM 1.29. Plati ndsledujici tvrzeni:
(a) Bud Q C X kompakitni mnoZina, ¢ € R libovolné éislo, n, p dvé diferencidini n-formy na X. Pak

/9(77+p):/977+/9p, /QC'":C/Q"' (1.8.10)

(b) Budte 21,09 C X kompaktni mnoZiny takové, Ze Qq C Qo. Necht n je spojita diferencidlni forma

na X a necht suppn C Q1. Pak
/ n= / 7. (1.8.11)
Q1 Qo
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DUkAz. (a) Tvrzeni vyplyva piimo z definice.

(b) Necht (K71,..., Kn) je posloupnost neprazdnych kompaktnich mnozin v X takova, ze U int K; D
2 a ke kazdému 7 existuje souradnicovy systém (U;, ;) tak, ze K; C U;. Necht dale (L1, ..., Ly) je po-
sloupnost neprazdnych kompaktnich mnozin v X takova, ze U intL; D Qa\ U int K;; poznamenavame,
7e mnozina s \ U int K; je kompaktni (Teorém 1.3, (c)). Pfedpoklddejme, ze L; Ny = () a ke kazdému
J existuje soufadnicovy systém (V;,1;) tak, ze L; C V;. Pak posloupnost (K;, L;) spliuje vSechny pod-
minky z definice integralu. Necht (x;, ;) je rozklad jednotky, asociovany s pokrytim (U;, V;) mnoziny (5.

Pak dostavame
N M
/ n= Z/ Xin + Z ¢in- (1.8.12)
Qs i=1 K;NQs j=1

Lj N2

Z predpokladu suppn C i a z toho, ze L; Ny = 0, vyplyva, ze druhy s¢itanec je roven nule. Upravou
prvniho s¢itance dojdeme k (1.8.11).

Budte X, Y dv& n-rozmérné hladké variety, a : X — Y difeomorfismus. Pfedpokladejme, Ze obé
variety jsou orientovatelné a vyberme orientaci 0rX na X a orientaci 0rY na Y. Rekneme, %e a zachovdvd
orientaci, plati-li pro kazdé (V,v) € OrY, ze (a1 (V),p o a) € OrX. Bud (V,¥) € OrY libovolny
soufadnicovy systém. Zachovavéa-li o orientaci a klademe-li U = a~1(V), ¢ = 1 o a, pak a m4 vzhledem
k soufadnicovym systémim (U, ), (V,v) vyjadieni pap=t = id,(); v kazdém bodé z € U tedy plati
det Dypap=1(p(z)) = 1. Je-li varieta X souvisld (coz ma za disledek souvislost variety Y = (X)),
dostavame nasledujici jednoduché kriterium toho, kdy « zachovava orientaci.

TEOREM 1.30. Budte X, Y hladké n-rozmérné souvislé orientované variety, bud OrX (resp. OrY ) ori-
entace X (resp. Y ). K tomu, aby difeomorfismus «a : X — Y zachovdval orientaci, staci, aby existoval
bod xg € X, soutadnicovy systém (U, @) € OrX v bodé x¢ a soutadnicovy systém (V,1)) € OrY v bodé
alxg) tak, Ze a(U) CV a

det D™ (o(x0)) > 0. (1.8.13)

DUKAZ. Zvolme objemovy element w (resp. n) na X (resp. Y) tak, aby s nim asociované orientace byla
totoznd s OrX (resp. OrY), a uvazujme funkci h : X — R definovanou vztahem

a*n=h-w. (1.8.14)

Ukazeme, ze funkce h je hladka a je rtizné od nuly v kazdém bodé x € X. Zvome = € X libovolné a zvolme
soutadnicové systémy (U, @) € OrX, ¢ = (z), (V,9) € OrY, ¢ = (y7), tak, ze x € U, a(U) C V. Pak
n-formy w,n maji vyjadreni

w=f-dat A... Ada", n=g-dyt A.. . Ady", (1.8.15)
kde podle predpokladu f > 0, g > 0. Dale forma a*n méa vyjadreni

*

a*n = —(goa)(det Dpay ™t oy) - w, (1.8.16)

-

odkud dostavame, ze na U plati

h==(goa)-(detDypayp o). (1.8.17)

|

h je tedy na U hladké a rtizna od nuly; z libovolnosti (U, ¢), (V, ) vyplyva, Ze mé tyto vlastnosti na X.

Varieta X je souvislé a h je spojit4, h tedy neméni znaménko na X a je sgn h = sgndet Dypap = (p(x))
pro libovolny bod z € U. Vezmeme-li za bod = bod zy a za (U,¢), (V,v) soufadnicové systémy
s vlastnostmi, uvedenymi v teorému, dostaneme sgnh = 1, t.j. h > 0 na X. Ze vztahu (1.8.17), kde
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(U, ) € OrX, (V,2) € OrY jsou opét libovolné, pak dostaneme det Dipap~™! > 0 na ¢(U). Soufadnicové
systémy (U, ), (a=1(V),9 o a) tedy patii stejné orientaci a (a=1(V), o) € OrX.

Dokazeme nyni vétu o transformaci integra¢niho oboru pro difeomorfismy zachovavajici orientaci.

TEOREM 1.31. Budte X, Y dvé hladké n-rozmérné orientované variety, o : X — Y difeomorfismus
zachovdvagici orientaci, Q0 C X kompaktni mnoZina. Pak pro kaZdou spojitou diferencidlni n-formu n na

Y plati
/r]z/ a’n. (1.8.18)
Q a~1(Q)

DUKAzZ. 1. Necht OrX (resp. OrY) je orientace X (resp. Y). Pfedpoklddejme nejdiive, Ze existuje sou-
fadnicovy systém (V ) € OrY, ¢ = (y?), tak, ze Q C Y. Pak (U,¢), ¢ = (2%), kde U = a=}(V),
» = 1 o, je soufadnicovy systém na X, patiici orientaci OrX. Bud n € Q*(Y) libovolnd n-forma. n
mé vzhledem k (V1) vyjadieni n = f-dy' A... A dy" a forma a*n ma vzhledem k (U, ) vyjadieni
a*n=(foa)-dz' A... Adz™. Odtud podle definice integralu

/ a*n:/ foao(pa) ™t = fouy™t :/77. (1.8.19)
a=H(9) Ypa(a™1(Q)) P(Q) Q

2. Necht nyni Q C Y je libovolnad kompaktni mnozina a n € Q™(Y) libovolna forma. Podle definice
integralu napisme fQ n ve tvaru

N
n= / X, (1.8.20)

kde (K1,...,Ky) je posloupnost kompaktnich mnozin v Y takova, ze pro kazdé i int K; # 0, existuje
soufadnicovy systém (V;,1;) € OrY na Y tak, ze K; C V; a U int K; O Q. Uvazujme posloupnost
kompaktnich mnozin (a=!(K3),...,a 1 (Ky)) v X. Pro kazdé i plati int a1 (K;) # 0. Klademe U; =
a~Y(Vi), vi = ioa; pak (U;, ;) je soufadnicovy systém na X, patiici orientaci 0rX a a~!(K;) C U;. Dale
(inta=1(K;)),i=1,2,..., N, je oteviené pokryti a~1(f), jelikoz o~ ! (int K;) = int a1 (K;). Posloupnost
(e Y(Ky),...,a 1 (Ky)) miZze tedy byt pouzita k definici integralu na mnoziné a~1(2) C X. Uvazujme
rozklad jednotky x;oa, i = 1,2,..., N, asociovany s pokrytim (int o ~!(K;)) mnoziny a~1(£2). Pro integral
f(rl(ﬂ) a*n dostavame podle definice vyjadieni

/ a'n = Z/ (Xia) ~a’n. (1.8.21)
a~1(Q “1(K;))Na—1(Q

Oviem o 1(K;) Na™1(Q) = a1 (K; NQ), (i) - a*n = a*(xin) a tedy podle (1.8.19) a (1.8.20)

N
a'n = / “(xin) = / xm=/77, 1.8.22
/orl Z 1K, nﬂ) ) ; K;NnQ Q ( )

coz jsem chtéli dokazat.

Teorém 1.31 1ze preformulovat pro difeomorfismus «a, nezachovavajici orientaci; integral na pravé
strané (1.8.18) pak bude mit opa¢né znaménko.

Bud X hladké orientovatelnd n-rozmérnd varieta. Necht I je otevieny interval, nechf kazdému ¢ € T
je pfifazena diferencialni forma 7, € Q"(X), kde n = dim X. Rikdme, Ze systém (n;), t € I, je hladky
jednoparametricky systém n-forem, existuje-li objemovy element w na X tak, ze funkce I x X > (¢t,z) —
f(t,z) € R, definovana vztahem

ne(z) = f(t,x) - w(z), (1.8.23)
je hladka. Je-li dan hladky jednoparametricky systém n-forem (7:), ¢ € I, a jeho vyjadieni ve tvaru
(1.8.23), klademe

%r]t = % - w, (1.8.24)
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kde 0f /0t oznacuje teéné zobrazeni k zobrazeni ¢t — f(t,x) = f.(t), t.j. 0f /0t = Tify - 1. Pak dn/dt je
také hladky jednoparametricky systém n-forem na X; nazyva se derivace systému (1;) podle parametru.

TEOREM 1.32. Bud (n:), t € 1, hladky jednoparametricky systém n-forem na hladké n-rozmérné varieté
X, Q C X kompaktni mnoZina. Pak funkce I € t — fQ 1t € R je diferencovatelnd a plati

d d
E/ﬂﬂt—/ﬂam (1.8.25)

DUkAz. Buf OrX orientace X. Zvolme posloupnost kompaktnich mnozin (K,..., Ky) v X tak, Ze pro
kazdé ¢ int K; # 0, existuje souradnicovy systém (U;, ;) € OrX tak, ze K; C U;, a U int K; D Q. Necht

dale (xi), 1 <i < N, je rozklad jednotky, asociovany s pokrytim (int K;) mnoziny U int K;. Pak podle

N
= / Xil (1.8.26)
/f; ‘ ; K;NQ !

pro kazdé t € I. Forma n; ma vzhledem k (U;, ), @i = (a:f), vyjadreni

definice

ne = fipda' AL A da™. (1.8.27)

/ XiTh = / xio; - five; (1.8.28)
K;NQ (pri(KriﬁQ)

Podle pfedpokladu funkee (¢, 2) — fi:(z) je hladkd na I x U;; funkce (t,2') — fi 05 ' (2') je tedy také
hladka; podle véty o derivaci integrélu podle parametru funkce (1.8.27) je diferencovatelnd a plati

xip; b firo ! :/

i (K;NQ)

d

d
— -1 -1
Xip; - firer 1.8.29
dt cpri(K,iﬁQ) dt t ( )

Odtud jiz pfimo vyplyvé diferencovatelnost funkce ¢ — [, ;. Dosazenim a vyuzitim vyjddieni (1.8.27)
jiz snadno odvodime vztah (1.8.25).

Oznaéme y',...,y" standardni soufadnice na R" a polozme
Ry = {yeR"|yl(y) <0} (1.8.30)
OR_) = {yeR{,|y'(y) =0} (1.8.31)

Podprostor R{_, topologického prostoru R" nazyvame poloprostor v R™; podprostor dR(_, topologického
prostoru REL) nazyvame okraj poloprostoru REL).

Bud X n-rozmérné varieta,  C X neprézdnd mnozina, xg € Qbod. Soufadnicovy systém (U, ),
o = (2'), na X v bodé x¢ se nazyvéa adaptovany k Q v bodé x¢, je-li mnozina p(Q2 N U) oteviend v R?’_).
Je-li (U, ) adaptovany k Q v bodé zg, je adaptovany k v kazdém bodé x € QN U a fikdme, Ze je
adaptovany k 2. Mnozina 2 se nazyva kousek variety X, je-li kompaktni a existuji soufadnicové systémy
(Uk, k), 1 <k < N, adaptované k 2, tak, ze U Uk D Q.

Ke kazdému bodu x¢ € int ) existuje souradnicovy systém (U, @), ¢ = (2'), adaptovany k Q v zo,
takovy, Ze o' (x) < 0 pro viechna z € U. Polozme

90 =Q\ int Q. (1.8.32)

Predpokladejme, Ze existuje soufadnicovy systém (U, ¢), ¢ = (z'), adaptovany k Q v bodé zo € 9.
Potom pro kazdé x € 90N U plati 2! (z) = 0; mnozina dQ m4 tedy na U rovnici 2! = 0. Je-li Q kousek
variety X, dostdvame odsud, Ze mnozina 902 je (n — 1)-rozmérnd podvarieta variety X. Tato podvarieta
se nazyva okraj kousku (2.
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Bud € kousek variety X. Snadno lze ukézat, Ze mnozina 002 je kompaktni. Skuteéné, Q@ C X je
kompaktni, je tedy uzaviend (Teorém 1.3, (e)); ddle 9 C Q a clQ = Q, takZe cl I je mnozina kompaktni;
ovsem 0f) = fr Q je mnozina uzaviend, takze cl 902 = 99, a 92 je kompaktni.

Bud Q C X kousek, 2o € 99 bod. Rikdme, Ze vektor £ € T, X je orientovan vné kousku (2, jestlize
existuje soufadnicovy systém (U, ), ¢ = (2¢), na X, adaptovany k Q v bodé o, takovy, Ze soufadnicové
vyjadieni ¢ vzhledem k (U, ), &€ = £1(0/0x),,, spliiuje podminku &1 > 0.

Ukazeme, Ze tato definice je korektni, t.j. nezavisla na volbé soufadnicového systému (U, ¢), adapto-
vaného k v bodé xzg.

Necht (U, ), ¢ = (7%), je dalsi takovy soufadnicovy systém. Pak ¢ ma vyjadieni & = £7(9/037),,
aplati ¢! = (971 /02%)-€*, kde derivace je uvazovana v bodé ¢(xg). Oviem v bodech mnoziny UNU N0
plati

0,2, ...,2™) = 0. (1.8.33)
Odtud dostavame - -
z z
—=0,...,— =0 1.8.34
52 = 0 o ( )
v bodé ¢(xp) a tedy
g (1.8.35)
=515 .8.
Z toho, ze oba soufadnicové systémy (U, @), (U, ) jsou adaptované k Q v bodé x¢, vyplyva, ze funkce
b zt(at, 2, ... al), kde p(xo) = (24,23, ..., 28), je rostouci, t.j.
ozt
== S0 1.8.36
ol ( )

a &' > 0, coz jsme chtéli ukazat.

Je-li (U, ), ¢ = (2%), soufadnicovy systém, adaptovany k v bodé zo € 99, pak vektor (9/0x').,
je orientovan vné kousku €.

Piedpoklddejme nyni, Ze varieta X je orientovatelnd a zvolme jeji orientaci OrX. Necht (U, pr),
or = (2%), 1 < k < N, jsou soufadnicové systémy na X, adaptované k (2, takové, ze U Uik D Q. Bez
Wjmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze pro kazdé k plati (Ug,pr) € OrX. Klademe V, = Uy N 09,
vp = (22,...,27), kde funkce x2,..., 2% uvazujeme zZené na Vj. Dvojice (Vi,vy), 1 < k < N, tvoii
hladky R" '-atlas na 9. Piitom podle definice pro kazdé k, [ plati podle (1.8.34)

1

Ox
det Dopp; ! = 8—151{ - det Dby, (1.8.37)
l

jelikoz kromé toho det D(pkgpl_l > 0 a Oz /0x; > 0 (1.8.36), dostavame det Dd}kwl_l > 0. Atlas (Vj.¢k),
1 <k < N, na 99 je tedy tvoren souhladné orientovanymi soufadnicovymi systémy a (n — 1)-rozmérna
hladka varieta 9L je tedy orientovatelné.

Orientace variety 0%, definovand atlasem (Vi,¥r), 1 < k < N, se nazyva osociovand s orientaci OrX
variety X.

PozNAMKA. Asociovand orientace 92 je definovand pomoci vektori, orientovanych vné kousku ;
kdybychom misto toho pouzili vektory opac¢né, t.j. orientované dovniti 2, dostali bychom orientaci opac-
nou k asociované orientaci 0f2.

Prejdeme k formulaci teorému o integrovani exaktnich hladkych diferencialnich n-forem na kouscich
n-rozmérné variety X (Stokesova véta). VSimnéme si k tomu, Ze vzhledem ke kompaktnosti variety 0
je definovén (vztahem (1.8.8)) integral [, n pro kazdou hladkou formu n € Q"~1(9Q).

TEOREM 1.33 Bud X hladkd n-rozmérnd orientovand varieta, Q C X kousek variety X. Uvazujme okraj
0N kousku Q s asociovanou orientaci. Pak pro kaZdou hladkou (n — 1)-formu n, definovanou na okoli Q,

plat?
/ n:/dn. (1.8.38)
o0 Q

46



DUkAzZ. Vyjadiime kaZzdy z integrald (1.8.38) pomoci definice (1.8.8); pouzijeme k tomu urc¢itou specialni
posloupnost (K7, ..., Ky) kompaktnich mnozin v X, pokryvajici Q.

Ke kazdému bodu x € Q existuje kompaktni mnozina K, C X a soufadnicovy systém (U, ¢,) na
X, adaptovany k Q v bodé x, tak, ze z € int K, K, C U, a ¢,(K,;) C R" je uzavfeny kvadr. Pak
ziejmé ¢, (K, NQ) je uzavieny kvadr v R?_). Mnoziny int K, tvori oteviené pokryti kompaktni mnoziny
Q. Vyberme jeho kone¢né podpokryti (int K,,,...,int K, ) a polozme K; = K,,, U; = Uy, vi = ¥z,
Posloupnost (K;), 1 < i < N, spolu se soufadnicovymi systémy (U;, ¢;) ma ziejmé vlastnosti, potfebné
k definici integralu.

Bud (x:), 1 < i < N, rozklad jednotky, asociovany s pokrytim (int K;) mnoziny U int K;. Pak podle

definice
N N N
dn = / xidn = / d(xan) — / dx; An. (1.8.39)
/Q ; K;nQ ; K;NQ ; K;NnQ
Ovsem podle Teorému 1.29, (b)

/ dxmnz/dan, (1.8.40)
K;,NQ Q

takze pro druhy scitanec dostavame

N N
;/dewn:/g <;dx"> A =0. (1.8.41)

Pro kazdé i polozme L; = K; N0Q, V; = U; N0 a ozna¢me 1); z0zeni zobrazeni ¢; na mnozinu V; C U;.
L; je kompaktni mnozina v 9Q a (V;, ;) je soufadnicovy systém na 0f), pficemz z toho, ze K; C Uj,
vyplyva L; C V;. Déle z toho, Ze mnoziny int K; pokryvaji €2, vyplyvé, Zze mnoZiny int L; pokryvaji of.
Posloupnost (L;), 1 <i < N, mé tedy vSechny vlastnosti, potfebné k definici integralu na mnoziné 9.
Pro kazdé i ozna¢me (; zuzeni funkce y; : U int K; — R na mnozinu 992 C U int K;. Systém funkci
(&), 1 < i < N, je rozklad jednotky, asociovany s pokrytim (int L;) mnoziny 9. Dostdvame podle

definice integralu
N N
n= / Gn = / Gin- (1.8.42)
/aQ ; LinoQ ; K;noS

Porovnanim tohoto vyrazu s (1.8.39) vidime, Ze pro dikaz rovnosti (1.8.38) sta¢i dokézat, Ze pro kazdé

i, 1 <i < N, plati
/ Gin = / d(xin)- (1.8.43)
K;NoQ K;NQ

Piedpoklddejme nejdfive, ze K; N 9N = (). Pak integral na levé strané je nulovy a stac¢i ukdzat, ze
integral na pravé strané je nulovy. Uvazujme vySe zavedeny soufadnicovy systém (U, ¢;), @i = (z;), na
X. Forma n m4 vzhledem k (U;, ¢;) vyjadieni

n= flwj, (1.8.44)
kde 4 ' '
wj= (=1 et AL AdET T AT AL A da™ (1.8.45)
Odtud 5
d(xin) = == (f?) -dat AL A da™. (1.8.46)

oxJ
Ovsem podle predpokladu K; C intQ a tedy K; N Q2 = K; a

9 J
/ng d(xin) = /K d(xin) = /w(Ki) 0T (Xif ) (1.8.47)
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(soucet pres j). Uvazujme napf. prvni z integralt na pravé strané. Plati ¢, (K;) = [a,b] x Q, kde [a,b] C R
a Q C R"™! jsou uzaviené kvadry. Podle Fubiniovy véty

/MK,L,)%(XJI) =/Q (/ab (X¢f1)> Z/Q(Xv:fl)b—/Q(xifl)a, (1.8.48)

kde (xif1)p (resp. (xif')a) 0znacuje ztizeni funkce x; f* na sténu kvadru ¢;(K;) o rovnici ' = b (resp.
2! = a). Oviem x;|p = 0, xila = 0, takZe integral (1.8.48) je roven nule. Analogicky se anuluji dalsi

integrély (1.8.47). Celkové dostaneme
/ d(xin) =0, (1.8.49)
K;NQ

coz jsme chtéli dokazat.
Piedpokladejme nyni, ze K; N 9N # (. Forma 1 m4 opét vyjadieni (1.8.44) a plati (1.8.46). Oznadme
jako vyse ¢;(K;) = [a,b] X Q. Bude ¢;(K; N Q) = [a,0] x Q. Z Fubiniovy véty dostdvame

/Kmﬂ d(xin) = ‘/Pi(KiﬁQ) 8;; (xif?) = /Q (/{10% (Xif1)> = /Q (i fho — (xifYa) = /Q (Xif1)0~

(1.8.50)
Na druhé strané plati podle predpokladu K; N9Q C U; N 9N = V;. Vyjadiime integral fKﬂaQ (;m pomoci
soufadnicového systému (V;, ;). Vzhledem k tomu, ze 92 ma na U; rovnici 2! = 0, dostdvame pro ztzeni
formy 7 na podvarietu 02 vyjadieni

n= o w. (1.8.51)
Odsud
/ Gin = / (Gow ™) (frow ™) (1.8.52)
K;NoS 3 (K;NO0N)

a naSe tvrzeni vyplyva z toho, Ze Q = ¥;(K; N IN).
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